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Проведено математическое моделирование механической системы, пред-
назначенной для измерения давления рабочей среды в авиационных двигате-
лях и состоящей из трубопровода и датчика давления, представляющего
собой упругую пластину с чувствительным элементом. Для описания коле-
баний чувствительного элемента используется нелинейная модель механи-
ки твердого деформируемого тела – нелинейная система дифференциаль-
ных уравнений в частных производных для определения как поперечных,
так и продольных деформаций. В математической модели механической
системы учтено аэрогидродинамическое и тепловое воздействия на плас-
тину. Для описания движения рабочей среды в трубопроводе используются
уравнения аэрогидродинамики в модели несжимаемой среды. На основа-
нии метода малого параметра получены асимптотические уравнения, опи-
сывающие совместные движения рабочей среды и чувствительного элемен-
та. Для определения температуры пластины и рабочей среды в трубопроводе
используются уравнения нестационарной теплопроводности. Построена ма-
тематическая модель, представляющая собой связанную нелинейную крае-
вую задачу для системы дифференциальных уравнений в частных производ-
ных для определения пяти неизвестных функций – продольной и поперечной
компонент перемещений пластины, потенциала скорости, температуры ра-
бочей среды в трубопроводе, температуры материала пластины. Для реше-
ния тепловой задачи используется метод Фурье. Для решения дифференци-
альных уравнений, описывающих совместную динамику упругой пластины
и рабочей среды в трубопроводе, применяются методы Фурье и Бубнова –
Галеркина. Решение задачи сведено к исследованию системы обыкновенных
дифференциальных уравнений, связывающих величину давления в двигателе
с величиной деформации чувствительного элемента. С помощью разрабо-
танной программы в системе Mathematica 12.0 произведен численный экс-
перимент для конкретных параметров механической системы и построены
графики поперечной и продольной компонент перемещений пластины в
средней точке пластины. Результаты численного эксперимента предназна-
чены для анализа частоты и амплитуды колебаний упругого элемента датчика
давления.

ПРОБЛЕМЫ ПРОЧНОСТИ И ПЛАСТИЧНОСТИ, т. 87, № 1, 2025 г.

* Выполнено при поддержке РНФ (грант №23-21-00517).



8 2

Ключевые слова: аэрогидроупругость, упругий элемент, датчик давле-
ния, трубопровод, дифференциальные уравнения, метод Бубнова – Галер-
кина.

Введение

Актуальной задачей на этапе проектирования конструкций и приборов, составной
частью которых являются контактирующие с газожидкостной средой деформируемые
элементы, является задача исследования их динамики. В большом количестве научных
публикаций исследуется динамика упругих элементов каналов и трубопроводов,
являющихся составной частью этих конструкций, при протекании в них жидкости,
среди которых отметим [1–9].

Практические и теоретические вопросы проектирования датчиков давления газо-
жидкостных сред рассмотрены в [10–16]. В статьях [10–14] описаны принципы работы
датчиков давления и определены их технические характеристики. В [15, 16] приводятся
основные принципы проектирования датчиков давления. При математическом
моделировании датчиков необходимо учитывать не только аэрогидродинамическое
воздействие на пластину рабочих сред, давление которых измеряется, но и негативное
действие высоких температур этих сред, что не позволяет производить измерения с
необходимой точностью. Основным способом ослабить тепловое воздействие яв-
ляется отведение датчика от двигателя на некоторое расстояние с помощью трубо-
провода [17–19], в котором происходит охлаждение рабочей среды.

В настоящей статье изучается система измерения давления газожидкостных сред
в авиационных двигателях, состоящая из недеформируемого трубопровода и датчика
давления, чувствительным элементом которого является упругая пластина. На основе
предложенного численно-аналитического метода проведено исследование деформа-
ции чувствительного элемента датчика, величина которой позволяет вычислять дав-
ление в камере сгорания авиационного двигателя.

Математическая модель механической системы

Принципиальная схема механической системы для измерения давления рабочей
среды в камере сгорания двигателя представлена на рис. 1.

В системе для ослабления воздействия температур двигатель 1 соединен с по-
мощью трубопровода 2 длиной l и шириной H с датчиком давления 3. Изменение
давления в камере сгорания двигателя (при x = –l) приводит к изменению давления
рабочей среды 4, что, в свою очередь, влечет за собой деформацию чувствительного
элемента 5 (x  [0, h]) датчика. Элемент, предназначенный для измерения давления,
моделируется упругой пластиной длиной H и толщиной h.

Введем обозначения: w(y, t) и u(y, t) – поперечная и продольная компоненты
перемещений упругой пластины; P(x, y, t) и (x, y, t) – давление и потенциал скоро-

Рис. 1. Трубопровод с датчиком
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сти рабочей среды в трубопроводе; T1(x, t) и T2(x, t) – распределения температур по
длине трубопровода x  (–l, 0) и по сечению упругой пластины x  (0, h).

Математическая постановка задачи имеет вид:

),,0(,),(,,0),,(),,( )( Hytywlxtyxtyx yyxx  (1)

),0,(,0),,(),0,( lxtHxtx yy  (2)

),,,(),,(),,(),,(),,( tyxgtyxgtyxtyxgtyx tyyxx 

),,0(,0),,( Hytyxg  (3)

),,0(),,(~),,( HytyFtylP  (4)

),,0(,0),(),(5,0),( 2
2 )( )( HyFutyMutywtyuEF yytttyyy  (5)

 ),()(),(),(),(5,0),()(( ][ )( 2) tywtNtyMwtyDwtywtyutywEF yyttyyyyyyyy

),,0(,,),,(),(),(),( )(21 HyPtytywPtyIwtywtyw yyyytt  (6)

,0),(),0(,0),(),0(,0),(),0(  tHwtwtHwtwtHutu yy (7)

где индексы x, y, t обозначают частные производные по переменным.
Движение рабочей среды (в модели несжимаемой среды) в трубопроводе описы-

вается уравнением Лапласа (1) с граничными условиями (2)–(4), означающими не-
проницаемость стенок трубопровода y = 0, y = H и упругого элемента g(x, y, t) = 0
(или в явном виде x = w(y, t)) и изменение давления ),(~ tyF  рабочей среды на входе
в трубопровод. В отличие от проведенных ранее исследований [18, 19], для изучения
динамики упругого элемента используется нелинейная модель деформируемого твер-
дого тела, представляющая собой систему нелинейных дифференциальных уравнений
(5), (6) для определения продольной u(y, t) и поперечной w(y, t) компонент пере-
мещений упругой пластины при условиях (7) жесткого неподвижного закрепления
ее концов. В уравнениях (5), (6) введены следующие обозначения параметров ме-
ханической системы: P  – действующая на пластину распределенная внешняя нагруз-
ка; E, M, D, 2 – модуль упругости, удельная масса, изгибная жесткость и коэффи-
циент демпфирования пластины; N(t) – сжимающее или растягивающее пластину
усилие; , 1 – коэффициенты жесткости и демпфирования обжимного слоя пластины.

Давление P(x, y, t) и потенциал скорости (x, y, t) связаны формулой

,),,(5,0),,(5,0),,(),,( )( 22
10 )()( tyxtyxtyxPtyxP yxt  (8)

где 1 – плотность рабочей среды; P0 – давление в покоящейся жидкости.
Коэффициенты F, I, M, D вычисляются по формулам:

,,,112,)1( 2
1231 )( )( hMEIDhIhF  

где  – коэффициент Пуассона; 2 – плотность пластины.
Функция N(t), входящая в уравнение (6), определяется по формуле:

,),(
1

)(
0

20 



h

T dxtxTENtN (9)

где N0 – постоянная составляющая усилия, созданная при закреплении пластины;
T  – температурный коэффициент линейного расширения.

Представим коэффициент T и функции u(y, t), w(y, t), (x, y, t), ),(~ tyF  в виде
разложения по малому параметру  = h/H:
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...,),()(),(...,),()(),( 1010  tywywtywtyuyutyu
(10)

...,),(),(~...,),,(),,(..., 01   tyPPtyFtyxtyxTT

где P*(y, t) – избыточное давление на входе в трубопровод (в сечении x = –l).
Учитывая (10), запишем уравнение поверхности упругого элемента в виде

.0...),()(),(),,( 10  tywywxtywxtyxg (11)
Подставляя (10), (11) в (1)–(4), (8) и ограничиваясь членами порядка , получим

),,0()),(,(,0),,(),,( 0 Hyywlxtyxtyx yyxx  (12)

),0,(,0),,(),0,( lxtHxtx yy  (13)

)),,(),),(()(),),(( 1000 tywtyywywtyyw tyyx  (14)

),,(),,(1 tyPtylt  (15)

).,0()),(,(),,,(),,( 010 HyywlxtyxPtyxP t  (16)
Подставляя (16) и ограничиваясь членами порядка , с учетом (10) представим

систему уравнений (5), (6) в виде:

,0)(5,0)( )( 2
00 )(  yyy ywyuEF (17)

,)(5,0)()( 00000
2

000 )]([ )( PPwwNDwywyuywEF yyyyyyyyyy  (18)

,0),()),()(),(( 121101  yytttyyyy FutyMutywywtyuEF (19)

 yyyyyyyyy DwtywywyutyuywEF 11
2
0010 )][( ),()(5,1)(),()( )(

),,),(()( 011211110011 tyywIwwwwNwtNMw tyyyyttyyyytt  (20)
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согласно (9).
В силу граничных условий (7) для функций u(y, t), w(y, t) запишем граничные

условия для функций u0(y, t), u1(y, t), w0(y, t), w1(y, t):

,0)()0(,0)()0(,0)()0( 000000  HwwHwwHuu yy (21)

.0),(),0(,0),(),0(,0),(),0( 111111  tHwtwtHwtwtHutu yy (22)

Получили нелинейную краевую задачу (17), (18), (21) для системы обыкновенных
дифференциальных уравнений для определения двух неизвестных функций u0(y),
w0(y) и линейную краевую задачу (12)–(15), (19), (20), (22) для системы дифферен-
циальных уравнений в частных производных для определения трех неизвестных функ-
ций u1(y, t), w1(y, t), (x, y, t).

Решение задачи методом Бубнова – Галеркина

Решим аэрогидродинамическую задачу (12)–(15). Предположим, что избыточное
давление не зависит от координаты y, то есть P*(y, t) = P*(t). Тогда при отыскании
потенциала скорости (x, y, t) в виде
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уравнение (12) и условия (13), (15) выполняются.
Согласно методу Бубнова – Галеркина, функции w1(y, t) и u1(y, t) раскладыва-

ются в ряды по полным на отрезке [0, H] системам базисных функций 

 1)}({ nn y  и

  ,sin 1

 nn y  удовлетворяющим граничным условиям, соответствующим условиям

жесткого закрепления концов пластины (22):
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а n являются корнями уравнения ch (nH)cos (nH) = 1.
Введем обозначения
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Подставляя (23), (24) в условие (14) и проецируя на полную систему функций

 0)}({cos kk y  согласно методу Бубноваа – Галеркина, получим
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Введем обозначения
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Подставляя (23), (24) в систему уравнений (19), (20) и проецируя (19) на систему
функций ,)}({sin 1


 kk y  а (20) на систему функций ,)}({ 1


 kk y  получим

...,,2,1,0)()()()(
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22
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В результате получена система линейных обыкновенных дифференциальных урав-
нений (25), (26), (27) для определения неизвестных функций un(t), wn(t), n(t).

Решение тепловой задачи методом Фурье

Для определения теплового поля в системе имеем следующую краевую задачу:

),),((),(),( 011111111 TtxTtxTktxTc xxt  (28)

),(),(1 tTtlT  (29)

,0),0(1 tT x (30)

),,(),( 22222 txTktxTc xxT  (31)

,0),(2 thT x (32)

)).,0(),0((),0( 211222 tTtTtTk x  (33)
В формулах (28)–(33) введены обозначения: T0 – температура окружающей

среды; k1, k2, c1, c2, 1, 2 – коэффициенты теплопроводности, удельные теплоем-
кости и плотности рабочей среды и материала чувствительного элемента; 0,5H11 –
коэффициент теплопередачи от боковой поверхности трубопровода к окружающей
среде; 12 – коэффициент теплоотдачи от рабочей среды к элементу (поверхность
x = 0). Уравнения (28), (31) описывают нестационарное распределение температу-
ры T1 в рабочей среде в трубопроводе и T2 в материале чувствительного элемента;
условие (29) задает значение температуры T*(t) на выходе из камеры сгорания
двигателя (на входе в трубопровод, x = –l); условие (30) учитывает, что тепловой
поток, проникающий через левую границу пластины x = 0, пренебрежимо мал вслед-
ствие малости теплоемкости пластины и теплоизоляции внешней стороны пластины
(32) при x = h; (33) – условие теплообмена между рабочей средой и материалом
чувствительного элемента.

Решение задачи (28)–(33), полученное методом разделения переменных, имеет
вид
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а значения ...),2,1,0(  nn  – положительные корни уравнения )./()(tg 212 nn kh 
Учитывая (35), найдем функцию N1(t), входящую в правую часть (27):

















 





)(sin)(exp)(~
1

),(
1

)(
0

1

0
2

1
1 htAhtTEdxtxTEtN n

n
n

n

nT
h

T

.)1)((exp)(sin
0

22
10

1
0

0
10

1
0

2 )(





































 






k
kn

k

k

kkn

kkk tTaTTlTT (36)

Численный эксперимент

Приведем пример численного расчета, ограничивая количество слагаемых в
разложениях (23), (24) числом m =4. Приняты следующие значения параметров меха-
нической  системы: l = 0,5 м; h = 710–4 м; H = 0,02 м; T0 = 293,15 К; T* = 1800 К;
0,25H11 = 15,5 Втм–2К–1; 12 = 21 Втм–2К–1; T*(t) = 105(10 – cos (10t)) Па;  PP0

;105 Па5 1 = 1000 кгм–3; 2 = 7800 кгм–3; 1 = 4 Пасм–1; 2 = 4 Пасм–1; c1 =
= 4182 Джкг–1К–1; c2 = 460 Джкг –1К–1; k1 = 0,683 Втм–1К–1; k2 = 45,4 Втм–1К–1;
 = 0,3; E = 21011 Па; F = 10–3 м; I = 3,1410–11 м2; T = 7,310–6К–1; D = 6,28 Нм;
M = 5,46 кгм–2; N0 = 105 Пам;  = 4 Пам–1.

Сначала, решая в системе Mathematica численно систему нелинейных обыкно-
венных дифференциальных уравнений (17), (18) с краевыми условиями (21), найдем
неизвестные функции u0(y), w0(y). Затем, решая систему (25)–(27) с начальными
условиями wk(0) = 0, wkt(0) = 0, k = 1, …, m, в программе Mathematica, взяв отрезки
рядов в формулах длиной m = 4, построим графики функций деформации





m

n
nn ytwywtyw

1
0 )()()(),(  и .)(sin)()(),(

1
0 




m

n
nn ytuyutyu

На рис. 2, 3 представлены графики зависимости поперечной w( y, t) и продольной
u( y, t) компонент перемещений пластины в точке пластины y = 0,01 м от времени
при m = 4.
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Результаты численного эксперимента, состоящего из совокупности аналогичных
расчетов для различных параметров механической системы, предназначены для ана-
лиза частоты и амплитуды колебаний упругого элемента датчика давления.

Заключение

Предложена и исследована математическая модель системы, практическое при-
менение которой состоит в измерении рабочего давления в камере сгорания авиацион-
ного двигателя. Модель представляет собой нелинейную начально-краевую задачу,
для решения которой разработан комбинированный численно-аналитический метод.
На первом этапе получены асимптотические уравнения, позволяющие исследовать
динамику рабочей среды в трубопроводе и динамику чувствительного элемента дат-
чика. На втором этапе решение полученных асимптотических дифференциальных
уравнений с частными производными сведено к исследованию систем обыкновенных
дифференциальных уравнений. На третьем этапе произведены численные экспери-
менты в системе компьютерной алгебры Mathematica 12.0 на основе разработанного
модуля «Датчик давления», введенного дополнительно в программный комплекс
[20]. Модуль позволяет получать графики продольной и поперечной компонент пере-
мещений чувствительного элемента при различном задании параметров механической
системы при изменении давления и температуры рабочей среды в двигателе с тече-
нием времени.
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In this paper, mathematical modelling of a mechanical system designed to measure the working
medium in aircraft engines and consisting of a pipeline and a pressure sensor is carried out. On
one side the pipeline is connected to the engine combustion chamber in which the pressure is
measured, on the other side the pipeline is connected to a sensor that measures this pressure.
The pipework is necessary to move the sensor some distance away from the engine in order to
mitigate the effects of high temperatures and vibration accelerations on the sensor's sensitive
element, which is an elastic plate. To describe the vibrations of the sensing element, a nonlinear
model of the mechanics of a solid deformable body is used, which is a nonlinear system
of partial differential equations to determine both transverse and longitudinal deformations.
The mathematical model of the mechanical system takes into account the aerohydrodynamic
and thermal effects on the plate. The aerohydrodynamic equations in the incompressible medium
model are used to describe the motion of the working medium in the pipeline. Based on the
small parameter method, asymptotic equations describing the joint motion of the working
medium and the sensing element are obtained. Unsteady heat conduction equations are used
to determine the temperature of the plate and the working medium in the pipeline. As a result,
a mathematical model is constructed, which is a coupled nonlinear boundary value problem for

* The research was supported by the Russian Science Foundation (project No 22-19-00138).
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the system of partial differential equations to determine five unknown functions – longitudinal
and transverse components of the plate deformation, velocity potential, temperature of the
working medium in the pipeline, temperature of the plate material. The Fourier method is used
to solve the thermal problem. The Fourier and Bubnov–Galerkin methods are used to solve the
differential equations describing the joint dynamics of the elastic plate and the working medium
in the pipeline. As a result, the solution of the problem is reduced to the study of a system of
ordinary differential equations relating the magnitude of pressure in the motor to the magnitude
of deformation of the sensing element. With the help of the developed programme in
Mathematica 12.0, a numerical experiment for specific parameters of the mechanical system is
performed and graphs of the transverse and longitudinal components of the plate deformation
at the midpoint of the plate are plotted. The results of the numerical experiment are used to
analyse the frequency and amplitude of oscillations of the elastic element of the pressure
sensor.

Keywords: aerohydroelasticity, elastic element, pressure sensor, pipeline, differential equations,
Bubnov – Galerkin method.


