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Рассматриваются теоретические основы оптимального планирования
усталостных испытаний материалов и элементов конструкций. Актуальность
исследования обусловлена высокой стоимостью и длительностью экспери-
ментального построения кривых усталости (S–N диаграмм), особенно в
многоцикловой области, а также наличием ярко выраженной гетероскеда-
стичности – зависимости разброса долговечности от ее среднего значения.
Предложен нелинейный взвешенный метод наименьших квадратов для
одновременного оценивания всех параметров кривой усталости без предва-
рительной линеаризации, что позволяет устранить принципиальный недо-
статок традиционных подходов – потерю случайного характера предела
выносливости и некорректное занижение его доверительных интервалов.
Для двух параметрических моделей (сталь и легкие сплавы) выведены ана-
литические выражения для матрицы Якоби, информационной матрицы
Фишера и асимптотической ковариационной матрицы оценок параметров.
На основе метода дельты получена формула для дисперсии предела ограни-
ченной выносливости. Разработана экономическая модель стоимости испы-
таний, объединяющая затраты на образцы и машинное время. Предложен
двухэтапный гибридный метод оптимизации плана: на первом этапе выпол-
няется асимптотическая оценка точности с использованием бинарного поис-
ка, на втором – верификация методом Монте-Карло, что позволяет коррект-
но учитывать реальную точность при малых выборках (n < 25), где классиче-
ская асимптотика дает ошибку до 40%. Установлена связь между относитель-
ной стандартной ошибкой предела выносливости, коэффициентом вариации
и квантилем распределения Стьюдента, что обеспечивает переход от статис-
тических критериев к инженерным требованиям точности.
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Введение

Проектирование современных машин и конструкций требует достоверного
прогнозирования усталостной долговечности материалов и, соответственно, ресурса
элементов конструкций. Ключевой характеристикой сопротивления усталостному
разрушению является кривая усталости (S–N диаграмма), связывающая уровень
циклического напряжения  с числом циклов до разрушения N. Однако ее экспери-
ментальное построение сопряжено с высокой стоимостью и длительностью испы-
таний, особенно в многоцикловой области. Дополнительную сложность вносит ярко
выраженная гетероскедастичность – зависимость разброса долговечности от ее сред-
него значения. Это делает некорректным применение обычного метода наименьших
квадратов и требует взвешенных процедур, учета информационной матрицы Фишера
и специализированных планов испытаний.

Особая проблема возникает при малых выборках (n < 25), когда асимптотические
формулы для дисперсий параметров кривой усталости перестают работать, а  точность
оценки предела ограниченной выносливости R (амплитуды напряжения цикла,
соответствующего заданной базовой долговечности N0) может существенно
отличаться от теоретической оценки. Таким образом, представляются актуальными
методы нелинейной регрессии с учетом гетероскедастичности, метод Монте-Карло
для оценки ошибок в определении пределов выносливости, эффективные алгоритмы
планирования усталостного эксперимента, включающие в себя определение необхо-
димого объема выборки n для достижения требуемой точности, оптимального распре-
деления объектов испытаний vi по уровням амплитуд напряжений, существенно вли-
яющих на время и стоимость испытаний и другие факторы.

В статьях [1, 2] рассматривалась задача планирования усталостных испытаний в
экономическом аспекте на базе линейной регрессии с фиксированным значением
предела неограниченной выносливости  – параметра кривой усталости, соответ-
ствующего бесконечной долговечности. Значение этого параметра, геометрически
представляющего собой асимптоту кривой усталости, отличается от нуля для образцов
и близко к нулю для натурных деталей и элементов конструкций. Для оценки па-
раметров кривой усталости традиционно используется линеаризация уравнения путем
логарифмирования:

.lglg)lg( NmCNC m  




Под аргументом логарифмической функции здесь и далее подразумевается безраз-
мерное отношение соответствующей величины к единице ее измерения, которая для
и C равна 1 МПа. Этот подход имеет фундаментальный недостаток: параметр 
не может быть оценен в рамках линейной регрессии, поскольку он входит в левую
часть под знак логарифма. На практике  либо фиксируют априори (что вносит
субъективную ошибку), либо используют итеративные процедуры, при которых
случайный характер параметра теряется. Это приводит к тому, что стандартные ошибки
 оцениваются некорректно, соответствующие доверительные интервалы оказыва-
ются зауженными, а также игнорируется статистическая взаимосвязь между пара-
метрами.
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Таким образом, считать этот параметр статистической константой в общем слу-
чае – необоснованное допущение. В статьях [3, 4] предлагаются нейросетевые подходы
к планированию усталостного эксперимента, требующие, однако, существенных
затрат, связанных с необходимостью обучения сетевой модели.

В [5] для решения задач планирования усталостных испытаний использовался
метод Монте-Карло в сочетании с информационной матрицей Фишера, отражающей
статистическую зависимость параметров кривой усталости. Публикация [6] посвя-
щена моделированию кривой усталости с целью сравнительного анализа степенной
и логарифмической параметризации, более подробно рассмотренной ниже в насто-
ящей статье. Влияние гетероскедастичности на надежность применительно к уста-
лостным испытаниями рассматривалась в статье [7]. Международный стандарт [8]
посвящен статистическому планированию и анализу данных применительно к ус-
талостным испытаниям металлов и сплавов, в котором регламентируются мини-
мальные требования к объему выборки (n  12), распределению уровней нагрузок и
методам регрессии. В [9] дано фундаментальное изложение статистического анализа
усталостных данных, включая гетероскедастичность и преобразования переменных.
В статье [10] предложена методика построения оптимальных планов на основе
D-оптимальности (максимизация определителя матрицы Фишера). В [11] нейросеть
напрямую аппроксимирует S–N кривую. В статье [12] экспериментально показано,
что при малых объемах усталостных испытаний асимптотические формулы дают
ошибку до 40% и необходима верификация Монте-Карло. В [13] рассматривается
метод дельты для оценки дисперсии предела выносливости. В статье [14] сравни-
ваются взвешенный метод наименьших квадратов (МНК), метод максимального
правдоподобия и байесовский подход. Подтверждена эффективность взвешенного
МНК. Монография [15] содержит готовые численные методы для планирования экс-
периментов. Вопросы D-оптимальности и матрицы Фишера рассматриваются в [16].
Двухэтапное планирование усталостных испытаний и испытаний на основе байесов-
ского подхода рассматриваются в [17]. Особенности оценивания параметров со-
противления усталостному разрушению в условиях малых выборок на основе мето-
да Монте-Карло анализируются в статье [18]. Публикация [19] посвящена  неопреде-
ленности оценки S–N кривой методом Монте-Карло. Обзорная статья [20] подтверж-
дает актуальность рассматриваемых задач планирования усталостных испытаний, в
[21] обсуждается связь корреляции параметров кривой усталости с доверительными
интервалами.

В настоящей статье реализован детерминированный двухэтапный гибридный
метод. На первом этапе используется информационная матрица Фишера для
асимптотической оценки точности и быстрого поиска начального приближения плана
методом бинарного поиска. На втором этапе выполняется верификация и уточнение
методом Монте-Карло, что позволяет корректно оценивать точность при малых вы-
борках, где асимптотика дает значительную ошибку. Этот подход реализации
двухэтапного алгоритма планирования сочетает в себе скорость асимптотических
оценок (этап 1) с точностью симуляций Монте-Карло (этап 2) и применение бинарного
поиска для минимизации относительной стоимости эксперимента при соблюдении
ограничения на относительную стандартную ошибку .targetR

Таким образом, можно сформулировать основные задачи исследования:
1. Реализовать две параметрические модели S–N кривой (модель A для сталей,

модель B для легких сплавов).



128

2. Разработать процедуру взвешенного нелинейного МНК с учетом гетероске-
дастичности.

3. Реализовать расчет информационной матрицы Фишера и асимптотической
дисперсии предела выносливости методом дельты.

4. Сформулировать экономическую модель стоимости испытаний.
5. Разработать двухэтапный оптимизатор (бинарный поиск на асимптотике +

Монте-Карло) для нахождения минимальной стоимости при .targetR

Модели кривой усталости (S–N диаграммы)

Модель A (традиционно чаще используемая для сталей и сплавов):

,)( mNCN 
  (1)

где ,0,0,0,0   mCNN  с параметрами

.),,( TmCA 

Здесь  – предел неограниченной выносливости, C – коэффициент (МПа), m – без-
размерный показатель степени.

Модель B (для легких сплавов Al, Mg и титановых сплавов):

,)(lg 
  NAa (2)

B = (a, A, )T.
Таблица 1

Типовые значения параметров кривых усталости
Параметр Описание Модель A Модель B
 Предел неограниченной выносливости (МПа) 250 145
C, A Коэффициент (МПа) 800 720
m,  Показатель степени 0,12–0,3 1,5–2,3

Учет гетероскедастичности

Как отмечалось выше, разброс долговечности не является постоянным: стандарт-
ное отклонение логарифма долговечности растет с увеличением lg N по степенному
закону:

,)(lglg
 NaN (3)

типовые значения a = 0,08–0,12,  = 0,55–0,65. Это означает, что при высоких долго-
вечностях (низких напряжениях) разброс логарифма долговечности значительно боль-
ше, что требует использования взвешенного МНК.

Диапазоны долговечностей и базовые уровни

При планировании эксперимента фиксируются несколько средних уровней
логарифма долговечности lg Nlevel. В исходных данных для примера заданы четыре
уровня: ],0,7,3,6,7,5,0,5[lg levelN  однако количество и диапазон уровней может
быть легко изменен. Для каждого уровня вычисляется амплитуда циклического напря-
жения

.10 )( lg mNC 
  level

level
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Алгоритм двухточечной инициализации

Для генерации начального приближения следует использовать результаты испы-
таний на двух уровнях напряжений: (1, N1) и (2, N2), где N1 и N2 – средние долго-
вечности на этих уровнях. Тогда из уравнения (1) следует:














.
,

22

11
m

m

CN
CN

Логарифмируя, находим:

,lglg)lg( 11 NmC  

.lglg)lg( 22 NmC  

Вычитая эти уравнения, исключаем C:

.lglg
1

2

2

1
























N
Nm

Отсюда:

,
)/lg(

))/()((lg

12

21

NN
m  

iter

.lg)lg(lg 1 1iteriter NmC  

Начальная оценка j min5,0)0(  (физически обоснованное нижнее значение).
Двухэтапный гибридный метод оптимизации плана испытаний заключается в сле-

дующем:
– для заданного базового значения долговечности N0 (рассматривались базы

105, 106, 107, 5.107 и 108 циклов) найти такой план испытаний (n, v1, v2, v3, v4), что-
бы относительная стандартная ошибка оценки предела выносливости

R

R
R 

 )(std (4)

не превышала целевого значения, а стоимость при этом была минимальна.
Результаты усталостных испытаний представляют собой матрицу значений долго-

вечностей, соответствующих заданным уровням амплитуд напряжений циклов
.)},{( 1

n
iii N 

Рассматриваемый нелинейный взвешенный МНК предполагает одновременное
оценивание всех трех параметров ),,( mC  без предварительной линеаризации. Це-
левая функция минимизируется непосредственно в координатах (, N) или (, lg N):

,
)(lglg

lg)(
2

1 1

 









 


L

j

n

i

j
ijj

j

m
C

Nw (5)

где 
2

,lg/ jNjj nw   – веса, учитывающие гетероскедастичность. Это позволяет: оце-
нивать все три параметра как случайные величины в единой вероятностной модели;
корректно строить матрицу Якоби и информационную матрицу Фишера; применять
метод дельты для оценки дисперсии предела выносливости R(N0); учитывать ге-
тероскедастичность через веса.
метод дельты для оценки дисперсии предела выносливости
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Для модели A целевая функция имеет вид  y = lg N, x = fA(, A), 1 = , 2 = C,
3 = m:

,)],([lg)(
1

2



n

i
AiAiiAA fNwQ (6)

).(lg1lg1),( 
m

C
m

f AA

Для модели B y =lg lg N, x = fB(, B), 1 = , 2 = A,  3 = :

),lg(1lg1),( 



 Af BB

(7)
,)],(lg[lg)(

1

2



n

i
BiBiiBB fNwQ

где  A и B – векторы параметров кривых усталости.
Веса целевой функции (гетероскедастичность модели) определяются предвари-

тельным расчетом оценок средних и дисперсий логарифма долговечности для каждого
уровня амплитуд напряжений с последующим вычислением методом наименьших
квадратов оценок параметров модели a0 и :

.)(lg,/1 0lg
2
lg

 iNNi Naw
ii

(8)

Для вычисления матрицы Якоби J размера n3 jiij fJ  /  необходимо вычислить
производные функции  f  по параметрам.

Для модели А:

)].(lg[lg1,
10ln
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Для модели B:
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Информационная матрица Фишера для независимых нормальных наблюдений
имеет вид:
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В явном виде для трех параметров общая структура записывается в виде:
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Асимптотическая ковариационная матрица оценок определяется из уравнения

.-1)Cov( F (13)
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Стандартные ошибки параметров

.ˆSE ][)( 1
jjj

 F (14)

Приближенные доверительные интервалы оценок параметров с уровнем дове-
рительной вероятности  определяются из уравнений:
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Для вычисления асимптотической средней квадратической ошибки оценки предела
выносливости необходимо вычислить производные предела выносливости R(N0)
по параметрам.

Для модели A:
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Для модели B:
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Тогда асимптотическая дисперсия предела выносливости определяется по уравнению
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Относительная стандартная ошибка предела выносливости
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R
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
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Величина R является ключевым критерием точности в задаче оптимизации. По-
лученные формулы дают удовлетворительное приближение для n  25. Для малых
выборок n < 25 рекомендуется использовать метод Монте-Карло вместо асимптотики.
Для задания относительной стандартной ошибки в определении предела выносливости
предлагается процедура, хорошо себя зарекомендовавшая применительно к прямым
испытаниям [22]. Асимптотический доверительный интервал для предела выносли-
вости определяется из уравнения:
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Тогда относительная погрешность предела выносливости в долях его среднего
квадратического отклонения S такова:
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где R = S /R – коэффициент вариации предела выносливости. Таким образом:
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Принимая в соответствии с [16] значения  = 0,1–0,3 – для высокой точности, 0,3–
0,5 – для средней точности и 0,5–1,0 для грубой точности оценки предела вынос-
ливости, нетрудно рассчитать приближенно относительную ошибку R, которая за-
дается в начале процедуры оптимизации. Коэффициент вариации предела вынос-
ливости в первом приближении можно принять независимым от долговечности и
равным 0,05–0,1. Выбор квантиля распределения Стьюдента t,n–p, очевидно, зави-
сит от размера выборки, не известного в начале оптимизации. Приближенно, с уче-
том доверительной вероятности 0,95–0,975, его можно принять равным в диапазо-
не 2,0–3,0.

Себестоимость усталостного эксперимента

Временные и финансовые затраты являются критическими при планировании
испытаний. Предлагаемая модель стоимости объединяет:

– количество образцов n – каждый образец требует изготовления, подготовки и
последующего анализа;

– машинное время испытаний – суммарное число циклов, умноженное на период
нагружения, с учетом частоты работы испытательной установки.

Пусть испытания проводятся на L уровнях амплитуд напряжений циклов со
средними значениями lg Nlevel, j ( j =1, …, L). Доля образцов, испытанных на j-м
уровне, равна vj. Тогда количество образцов на уровне
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Машинное время (в часах) при частоте нагружения f (Гц):

.
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Принимается линейная модель стоимости, объединяющая затраты на образцы и
аренду/амортизацию испытательного оборудования и время усталостного экспери-
мента:

,21 hoursCost TCnC  (26)

где C1 – стоимость подготовки одного образца (включая материал, механическую
обработку, контроль); C2 – стоимость одного часа машинных испытаний (энергия,
амортизация, обслуживание).

Коэффициенты C1 и C2 нормируются. Фактически используется относительная
стоимость Cost = n + (C2 /C1)Thours, что удобно для оптимизации, не зависящей от
абсолютных цен.
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В качестве дополнительных ограничений принимаются следующие:
– минимальная доля на каждом уровне vj  0,05 (для устойчивости оценивания

дисперсии);
– общий объем выборки 10  n  120.
Рассмотрим пример расчета для базового плана:
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При C1 = 1000, C2 = 500: Cost = 100010 + 500 7,7 = 10000 + 3850 = 13850 отн. ед.
или в нормированной форме: Costnorm = 10 + 0,57,7 = 13,85.

Эта стоимостная модель в дальнейшем используется как критерий оптимизации,
то есть при фиксированной целевой точности R  target ищется план, минимизи-
рующий Cost.

Заключение

Решена актуальная задача повышения эффективности планирования усталостных
испытаний при малых выборках и ярко выраженной гетероскедастичности. В ходе
исследования получены следующие основные результаты:

1. Предложен нелинейный взвешенный МНК для одновременного оценивания
трех параметров кривой усталости без предварительной линеаризации, что позволяет
устранить принципиальный недостаток традиционных подходов – потерю случайного
характера предела выносливости и некорректное заужение его доверительных интер-
валов.

2. Выведены в явном виде аналитические выражения для матрицы Якоби, ин-
формационной матрицы Фишера и асимптотической ковариационной матрицы пара-
метров для двух параметрических моделей, что позволяет количественно оценить
статистическую взаимосвязь между параметрами кривой и получить несмещенные
оценки их стандартных ошибок.

3. На основе метода дельты получена формула для дисперсии предела ограничен-
ной выносливости, что позволяет перейти от точечной оценки параметра к построению
его асимптотических доверительных интервалов с заданной вероятностью.

4. Сформулирована экономическая модель стоимости испытаний, объединяющая
затраты на изготовление образцов и машинное время с учетом частоты нагружения,
что позволяет использовать стоимостный критерий в качестве целевой функции оп-
тимизации вместо чисто статистических показателей.

5. Разработан двухэтапный гибридный метод оптимизации: на первом этапе
применяется бинарный поиск на основе асимптотических оценок информационной
матрицы Фишера, на втором – верификация методом Монте-Карло, что позволяет
сочетать высокую скорость расчетов на начальной стадии с корректным учетом реаль-
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ной точности при малых выборках, где классическая асимптотика дает ошибку до
40%.

6. Установлена связь между относительной стандартной ошибкой предела вынос-
ливости, коэффициентом вариации и выбранным квантилем распределения Стьюдента,
что позволяет задавать целевой критерий точности в терминах инженерных требований
(высокая, средняя или грубая точность) еще до начала эксперимента.

Таким образом, изложенные теоретические основы создают завершенную мате-
матическую базу для практического планирования усталостных испытаний. Пред-
полагается на основе этих результатов представить программную реализацию на C++
и Python, а также провести численные эксперименты, подтверждающие эффектив-
ность предложенного гибридного метода.
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The theoretical foundations of optimal planning of fatigue tests for materials and structural
components are considered. The relevance of the study is driven by the high cost and long
duration of experimental construction of fatigue curves (S–N diagrams), especially in the high-
cycle region, as well as by the presence of pronounced heteroscedasticity – the dependence
of fatigue life scatter on its mean value. A nonlinear weighted least squares method is proposed
for the simultaneous estimation of all parameters of the fatigue curve without preliminary
linearization, which eliminates the fundamental drawback of traditional approaches – the loss
of the random nature of the fatigue limit and the consequent underestimation of its confidence
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intervals. For two parametric models (steels and light alloys), analytical expressions are derived
for the Jacobian matrix, the Fisher information matrix, and the asymptotic covariance matrix of
the parameter estimates. Based on the delta method, a formula for the variance of the finite-life
fatigue strength is obtained. An economic cost model for testing is developed, combining
specimen preparation and machine time expenditures. A two-stage hybrid optimization method
is proposed: the first stage performs asymptotic accuracy estimation using binary search,
while the second stage provides verification via the Monte Carlo method, which allows proper
accounting for actual accuracy in small samples (n < 25), where classical asymptotic yield
errors of up to 40%. A relationship is established between the relative standard error of the
fatigue strength estimate, the coefficient of variation, and the quantile of the Student's t-dis-
tribution, enabling the transition from statistical criteria to engineering accuracy requirements.

Keywords: fatigue tests, fatigue curve, nonlinear regression, heteroscedasticity, Fisher matrix,
delta method, binary search, Monte Carlo method.


