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Уравнения в рамках плоской постановки задачи для круговых цилиндри-
ческих оболочек получены на основе ранее сформулированной модели ди-
намики тонкой изотропной круговой моментной цилиндрической оболочки
постоянной толщины.

При переходе к плоской модели все искомые величины рассматрива-
ются как функции только угловой координаты; их зависимость от пространст-
венной координаты вдоль оси цилиндра исключается, при этом деформаци-
онное состояние полагается одинаковым во всех плоскостях, перпендикуляр-
ных оси цилиндра. На поля перемещений и вращений налагаются дополни-
тельные кинематические ограничения, обеспечивающие корректность плос-
кой постановки задачи. Эти ограничения приводят к обращению в нуль ряда
кинематических величин, и для выполнения этих тождеств необходимы по-
добные требования к внешней нагрузке.

Итогом аналитического вывода стала замкнутая система шести диф-
ференциальных уравнений движения, представленная в операторной форме.
Система составлена относительно шести неизвестных кинематических пара-
метров – перемещений и углов поворота.

Проведенные исследования демонстрируют, что спектр возможных вол-
новых процессов в моментно-упругой среде при плоском движении изотроп-
ной моментной круговой цилиндрической оболочки включает три типа волн:
волну расширения, волну сдвига и волну вращения.

Допущение о симметричности векторов перерезывающих усилий поз-
воляет исключить ряд слагаемых в исходных уравнениях движения. В резуль-
тате система из шести уравнений редуцируется до трех, совпадающих с урав-
нениями движения оболочки типа Тимошенко, что демонстрирует преем-
ственность рассматриваемой постановки с классической теорией учета по-
перечного сдвига.

При решении конкретных динамических задач деформирования упругих
круговых моментных цилиндрических оболочек в рамках модели плоского
движения приведен безразмерный аналог построенной динамической мо-
дели.
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Введение

Развитие современной техники связано с созданием и эксплуатацией новых
конструкционных материалов, в частности разнообразных композиционных ма-
териалов. При расчетах на прочность большинства композитов в условиях эксплу-
атационных статических и динамических нагрузок требуется использовать модели,
учитывающие микроструктурные эффекты материала. Моментные, несимметричные
или микроструктурные среды, объединенные понятием «среда Коссера», исполь-
зуются для расчета напряженно-деформированного состояния композиционных
материалов с выраженной микроструктурой. Учет микрополярных свойств такой
среды обусловлен введением дополнительных кинематических характеристик, с
которыми связана работа вращающего момента, описание которого приводит к
несимметричному тензору напряжений.

Теория упругости трехмерных моментных сред разработана в монографиях
[1–3]. Как следует из публикаций, модели моментных сред находят все возрастающее
применение в механике тонкостенных конструкций в связи с появлением новых
конструкционных материалов и развитием мощных вычислительных методов. Так,
например, поведение упругих моментных стержней и пластин исследуется в [4–9].
Механике моментных упругих оболочек посвящены публикации [10–19]. Однако,
несмотря на обширную литературу, проблему создания динамической теории тонких
упругих моментных оболочек, приспособленной для решения нестационарных задач,
нельзя считать решенной.

Плоское движение в цилиндрической оболочке – это важная задача механики
деформируемого твердого тела, изучающая поведение тонкостенных цилиндрических
конструкций под действием нагрузок, вызывающих перемещения и деформации,
лежащие в плоскости, перпендикулярной оси оболочки. Этот вид движения харак-
терен для множества инженерных приложений, включая сосуды под давлением,
трубопроводы, лопатки турбин и корпуса ракет. Понимание плоского движения в
цилиндрических оболочках важно для обеспечения прочности, жесткости и сейсмо-
стойкости инженерных конструкций, а также для предотвращения аварийных си-
туаций.

В самой общей постановке динамическая теория тонких моментных упругих
оболочек с произвольной срединной поверхностью построена в [20]. Уравнения
движения изотропной моментной круговой цилиндрической оболочки в усилиях и
кинематических параметрах построены в [21, 22].

В настоящей статье с использованием модели, построенной в [21], получены
уравнения плоского движения в изотропной моментной круговой цилиндрической
оболочке и выведены их безразмерные аналоги.

1. Постановка плоских задач для основной модели
моментных цилиндрических оболочек

Рассматривается круговая цилиндрическая изотропная моментная упругая
оболочка постоянной малой толщины h с радиусом срединной поверхности R:
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материал которой описывается моделью Коссера [23].
При выводе плоского движения будем использовать цилиндрическую систему

координат 2 x, где угловая координата 2 изменяется в пределах – < 2  , ось x
совпадает с осью цилиндрической оболочки.

В статье [21] построены уравнения движения моментных упругих цилиндричес-
ких оболочек в операторном виде в кинематических параметрах и усилиях.

Уравнения движения в кинематических параметрах
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где операторы Zij определены в [21],  – плотность материала оболочки, J – массовая
мера инерции среды при вращении, I = h3/3; u = (ui +  ix3)эi + (w + 3x3)n – вектор
перемещений; эi и n – векторы базиса и единичной нормали к срединной поверхно-
сти;  = (i + ix3)эi +( + 3x3)n – вектор угла поворота; векторы qiэi + qn и miэi +
+ mn, nэ MiiM mm ~~   имеют смысл векторов поверхностного давления и моментов,
отнесенных к единице площади; miэi + mn, nэ MiiM mm ~~  – моменты второго порядка.

Уравнения движения в усилиях
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Здесь t – время, T = Tijэiэj и M = Mijэiэj – векторы тангенциальных усилий и мо-
ментов; Ti3эi, T3iэi – векторы перерезывающих усилий; Mi3эi, M3iэi – векторы до-
полнительных моментов; N – нормальное усилие. Введем S = Sijэiэj, Ri3эi, R3iэi и
Si3эi N – аналогичные силовые характеристики для моментной среды.

Преобразуем уравнения (3)–(6) для постановки и решения задачи о плоском
движении круговых цилиндрических моментных оболочек. Под плоским движением
цилиндрической оболочки будем понимать такое движение, при котором все искомые
функции зависят только от угловой координаты 2. Для перехода к уравнениям плос-
кого движения следует наложить специальные ограничения на поля перемещений,
приводящие к нулевым значениям некоторые кинематические параметры и параметры
внешней нагрузки. В результате задача определения напряженно-деформированного
состояния становится одномерной по угловой координате. Тогда справедливыми
станут соотношения:
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Здесь и далее верхним знаком p отмечены величины, имеющие отношение к плоской
задаче.

Для выполнения требований (7) и (8) необходимо наложить ограничения на внеш-
нюю нагрузку:
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Для плоского движения в круговой цилиндрической изотропной моментной упру-
гой оболочке физические соотношения принимают вид:
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Здесь ,  – упругие постоянные Ламе; , , ,  – дополнительные физические па-
раметры среды, описывающие моментные эффекты.

Тогда уравнения плоского движения в усилиях принимают вид:
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Полученная система содержит 6 уравнений относительно 6 неизвестных.
Отметим, что если считать тензоры T3 и M3 симметричными, то три уравне-

ния в (11) (первые два уравнения и последнее) с точностью до обозначений совпадают
с соответствующими уравнениями движения в [24] для оболочки Тимошенко при
k 2 = 1.

Уравнения плоского движения в кинематических параметрах
Подставляя (7)–(10) в (11), получаем уравнения движения в кинематических
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Полученная система (12) содержит 6 уравнений относительно 6 неизвестных.
Моментноупругий материал характеризуется тремя видами волн: волной рас-

ширения, скорость которой ,/)2(2
1 c  волной сдвига со скоростью 2

2c
 /)( и волной вращения со скоростью ./)(2

3 Jc 

2. Безразмерный вид уравнений плоского движения
для круговых моментных цилиндрических оболочек

При решении конкретных динамических задач деформирования упругих круговых
моментных цилиндрических оболочек удобно модель (10)–(13) представить в без-
размерном виде:
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Безразмерные уравнения плоского движения
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Заключение

Построены уравнения частного случая движения изотропной моментной круговой
цилиндрической оболочки постоянной толщины – плоского движения. Для моментной
среды поставленная задача решена впервые, и построенная модель может быть
использована при прочностных расчетах цилиндрических элементов конструкций,
выполненных из материалов с микроструктурными эффектами. Полученная модель
содержит шесть уравнений относительно шести неизвестных. Для проведения рас-
четов создан безразмерный аналог построенной модели. В известных авторам пуб-
ликациях подобные уравнения отсутствуют.
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The equations in the framework of the planar formulation of the problem for circular cylindrical
shells are obtained on the basis of a previously formulated model of the dynamics of a thin
isotropic circular momentary cylindrical shell of constant thickness.
When switching to a flat model, all the desired values are considered as functions of only the
angular coordinate; their dependence on the spatial coordinate along the axis of the cylinder is
eliminated; in this case, the deformation state is assumed to be the same in all planes
perpendicular to the axis of the cylinder. Additional kinematic constraints are imposed on the
displacement and rotation fields to ensure the correctness of the flat formulation of the problem.

* The study was carried out within the framework of the Lomonosov Moscow State Univer-
sity State Assignment, 2021–2028, No ЦИТИС 121033000073-2.
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These limitations lead to the vanishing of a number of kinematic quantities, and similar external
load requirements are required to fulfill these identities.
The result of the analytical conclusion was a closed system of six differential equations of
motion, presented in operator form. The system is designed with respect to six unknown
kinematic parameters – displacements and rotation angles.
The conducted studies demonstrate that the spectrum of possible wave processes in a momen-
tarily elastic medium during the plane motion of an isotropic angular circular cylindrical shell
includes three types of waves: an expansion wave, a shear wave, and a rotation wave.
The assumption of symmetry of the cutting force vectors makes it possible to exclude a number
of terms in the initial equations of motion. As a result, the system of six equations is reduced to
three, which coincide with the equations of motion of the Timoshenko-type shell, which
demonstrates the continuity of the considered formulation with the classical theory of transverse
shear accounting.
When solving specific dynamic problems of deformation of elastic circular momentary cylindrical
shells within the framework of the model of plane motion, it is advisable to give a dimensionless
analogue of the constructed dynamic model.

Keywords: isotropic thin elastic cylindrical shell, micro-polar medium (Cossera medium),
equations of motion in force and kinematic parameters, plane problem.


