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Рассмотрена осесимметричная статическая задача о внедрении гладкого
цилиндрического штампа с плоской подошвой в неоднородный слой, сцеп-
ленный с упругим полупространством. Край штампа предполагается закруг-
ленным. Модуль Юнга и коэффициент Пуассона слоя изменяются по его
глубине по произвольно заданным законам. Исследуется влияние закругле-
ния края плоской подошвы кругового штампа на концентрацию напряжений
на его крае.

Задача исследуется аналитически. Применяется метод интегральных пре-
образований. Полученная в результате система обыкновенных дифференци-
альных уравнений с переменными коэффициентами решается численно с
использованием специально разработанного алгоритма. Далее решение это-
го парного интегрального уравнения ищется в приближенном виде с помо-
щью разработанного авторами специального асимптотического метода.

С помощью специальных преобразований парное интегральное урав-
нение приводится к более простому виду. Затем ядро аппроксимируется
дробно-рациональным выражением. Решение системы дифференциальных
уравнений, полученной с помощью операционного исчисления, представ-
ляется суммой общего решения однородного и частного решения неодно-
родного уравнений на отдельных участках области определения с неизвест-
ными комплексными константами. Обратным преобразованием Фурье
находится выражение для трансформанты распределения контактных дав-
лений, затем с помощью обратного преобразования Ханкеля находится рас-
пределение контактных давлений. Подстановкой найденного решения в
исходное уравнение (в упрощенном виде) строится система линейных урав-
нений для определения неизвестных констант.

На основе построенного решения выполнены расчеты распределения
нормальных контактных напряжений под штампом. Рассмотрены случаи
различной жесткости приповерхностного слоя, а также проанализировано,
как изменение радиуса закругления края штампа влияет на распределение
контактного давления.

Ключевые слова: интегральные уравнения, неоднородное полупростран-
ство, слой, край штампа, подошва кругового штампа.
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Введение

Контактные задачи теории упругости остаются востребованным направлением
механики в связи с тем, что именно такие модели обычно описывают взаимодействие
объектов с деформируемым основанием. Аналитическое решение подобных задач
необходимо, во-первых, с точки зрения качественного анализа напряженно-дефор-
мированного состояния и, во-вторых, для корректной интерпретации результатов экс-
периментальных испытаний, выполняемых с использованием инденторов различной
формы.

Классическая осесимметричная задача о вдавливании цилиндрического штампа
с плоской подошвой с острой и гладкой кромкой в однородное упругое полупростран-
ство впервые была рассмотрена И.Я. Штаерманом [1]. В публикациях [2–4] были
обобщены основные подходы к решению контактных задач. Также сохраняется
значительный интерес к задачам о внедрении штампов с различной конфигурацией
основания и механическими характеристиками, изменяющимися по глубине [5–14].

Эффективный подход к решению контактных задач для полупространства с
произвольным изменением свойств по глубине был представлен в статьях [15–20].
В основу метода положен двусторонний асимптотический метод, позволяющий свести
исходную смешанную краевую задачу к интегральному уравнению и затем построить
его приближенное аналитическое решение. Следующий этап предполагает численное
определение трансформанты ядра соответствующего интегрального уравнения. Далее
трансформанта аппроксимируется специальным аналитическим выражением, а
уравнение с аппроксимированным ядром решается в замкнутом виде. Явный вид
решения дает возможность аккуратно исследовать характеристики контактного
взаимодействия. В настоящей статье этот метод применяется к задаче о внедрении
цилиндрического штампа с плоской подошвой, край которого закруглен.

Постановка задачи о внедрении штампа с плоской подошвой
и округлым краем в непрерывно-неоднородное по глубине
полупространство

Рассмотрим упругое полупространство , свойства которого изменяются по
глубине в пределах прилегающего к поверхности слоя толщиной H, а за его пределами
постоянны. В его поверхность внедряется штамп c плоской подошвой радиуса r1,
округлый край которого описывается параболической поверхностью; a – радиус
области контакта, R – радиус кривизны закругления на краю штампа с плоской
подошвой (рис. 1). Поверхность штампа может быть представлена функциями:
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Коэффициенты Ламе неоднородного по глубине полупространства M(z) и (z)
имеют вид:
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где H – толщина неоднородного слоя, сцепленного с подстилающим однородным
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полупространством. Индекс C соответствует неоднородному слою, S – подстилаю-
щему однородному полупространству.

Под действием силы P штамп перемещается в направлении оси z на величину .
Значения величин  и P определяются из условия равенства нулю контактных напря-
жений на краю штампа.

Граничные условия при сделанных предположениях имеют вид:
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На границе слоя с однородным полупространством при z = –H в силу непре-
рывности должны выполняться условия сопряжения по смещениям и их произ-
водным:
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При  ),( zr  смещения, деформации и напряжения исчезают:
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С учетом вышеописанных условий требуется определить распределение контакт-
ных нормальных напряжений под штампом.

Построение приближенного численно-аналитического решения
задачи о внедрении штампа с плоской подошвой и округлым краем
в неоднородное по глубине полупространство

Согласно результатам, изложенным в [16, 17, 19], в нормированном на  = H/a
виде поставленная задача сводится к решению системы парных интегральных уравне-
ний:

Рис. 1. Внедрение цилиндрического штампа с плоской подошвой и округлым краем
в функционально-градиентное покрытие упругого полупространства
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С помощью операторов
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преобразуем (3) к виду
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В случае однородного полупространства L() = 1. В случае неоднородного по
глубине полупространства аппроксимируем трансформанты ядра парного интеграль-
ного уравнения отношением двух полиномов второго порядка:

.)()( 222

222

1
22

2

22
1

)(
)(

i

i
N

i
N B

A
R
RLL








 


(7)

Введем обозначения:
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Тогда выражение (6) можно представить в виде
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где полиномы R1 и R2 определяются, как в (7).
Решение дифференциальных уравнений (9) имеет вид:
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где
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а коэффициенты )...,,2,1,2,1(, Nijc ji  неизвестны и определяются в дальней-
шем при подстановке этого вида решения в интегральное уравнение (6). Введем
обозначение .~,~ 11   iiii BbAa

Применяя обратное преобразование Фурье в (10), получим выражение для Q():
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Распределение контактных нормальных напряжений получим обратным преобра-
зованием Ханкеля
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Подставляя (11) в (12), получим соотношения
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Выражения (13) получены в предположении, что контактные напряжения ог-
раничены. Отсюда:
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Смещение  также определено из условия отсутствия напряжений на границе зоны
контакта q2(1) = 0:
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Постоянные )...,,2,1,2,1(, Nijc ji   определяются из системы линейных алге-
браических уравнений, получаемой подстановкой в (6) выражения для Q() (11):
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На рис. 2 приведены результаты расчетов контактных напряжений при внедрении
штампов с гладким и острым краем как в однородное полупространство, так и в
жесткий и мягкий слои (EC – модуль Юнга поверхностного слоя, ES – модуль Юнга
подстилающего полупространства). Цифрами на рис. 2 обозначено: 1 – гладкий край,
мягкий слой (EC /ES = 0,5); 2 – острый край, мягкий слой (EC /ES = 0,5); 3 – гладкий
край, однородное полупространство (EC /ES = 1,0); 4 – острый край, однородное
полупространство (EC /ES = 1,0); 5 – гладкий край, жесткий слой (EC /ES = 2,0); 6 –
острый край, жесткий слой (EC /ES = 2,0). Гладкий край – r1 = 0,9, R = 1,0; острый
край –  = 0,01.

Согласно формуле (15), при R = 1 и r1 = 0,9 смещение штампа с гладким краем
 = 0,01, поэтому при расчете штампа с острым краем задано аналогичное смещение.
Смещение штампа с гладким краем при внедрении в мягкий и жесткий слои отли-
чаются незначительно.

На рис. 3 показано влияние радиуса кривизны гладкого края штампа с плоской
подошвой, внедряемого в жесткое покрытие однородной подложки, на распределение
контактных напряжений. На рисунке цифрами обозначены кривые: 1 – для радиуса
кривизны R = 0,25, 2 – для R = 0,5, 3 – для R = 1,0, 4 – для R = 2,0.
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Заключение

Результатом исследования стало построение приближенного асимптотического
решения задачи о контактном взаимодействии составного цилиндрического штампа
(с плоской подошвой и скругленной кромкой) с неоднородным по глубине упругим
полупространством. На основе построенного решения выполнены расчеты контактных
напряжений для различных вариантов изменения упругих характеристик в при-
поверхностной области и изменения кривизны скругленной кромки. Установлено,
что не только изменение свойств основания по глубине, но и параметры закругления
края штампа существенно влияют на распределения контактного давления, особенно
на краю штампа. Проведено сравнение распределения контактных напряжений при
внедрении штампов с плоской подошвой с округлым и острым краем при одинаковой
глубине внедрения.
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THE INDENTATION OF A CYLINDRICAL STAMP
WITH A FLAT  SOLE  AND  A ROUNDED  EDGE
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The paper considers an axisymmetric static problem of the embedding of a smooth cylindrical
die with a flat sole into a heterogeneous layer bonded to an elastic half-space. The edge of the
die is assumed to be rounded. The Young's modulus and Poisson's ratio of the layer vary with
its depth according to arbitrary prescribed laws. The paper analyzes the effect of rounding the
edge of the flat sole of a circular die on the stress concentration at its edge. The problem is
solved analytically. The method of integral transformations is used.The resulting system of
ordinary differential equations with variable coefficients is solved numerically using a specially
developed algorithm. Next, the solution of this pair integral equation is obtained in an approximate
form using a special asymptotic method developed by the authors. Using special transformations,
the pair integral equation is reduced to a simpler form. Then, the kernel is approximated by a
fractional-rational expression.The solution of the system of differential equations obtained
using operational calculus is represented by the sum of the general solution of the homogeneous
and the particular inhomogeneous on separate sections of the domain of definition with unknown
complex constants. The inverse Fourier transform is found expression for the transformant of
the distribution of contact pressures, then using the inverse Hankel transform is found
distribution of contact pressures. Substituting the found solution into the original equation (in
a simplified form) is constructed a system of linear equations to determine the unknown
constants. Based on the constructed solution, performed calculations of the distribution of
normal contact stresses under the stamp.Thecases of differentstiffness of the near-surfacelayer
are considered,and it is analyzedhow the change in the radius of curvature of the
stampedgeaffects the distribution of contactpressure.

Keywords: integral equations, heterogeneous half-space, layer, edge of stamp, sole of circular
stamp.
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