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Впервые построено точное решение контактных задач о действии тупо-
угольных клиновидных в плане штампов на анизотропную композитную
многослойную среду. Этот тип контактных задач долгое время не удавалось
решить, хотя их актуальность в инженерной практике велика, особенно в
задачах для композитных материалов. Исследование задач такого типа стало
возможным в связи с разработанным авторами решением двумерных инте-
гральных уравнений Винера – Хопфа в сочетании с применением таких подхо-
дов, как метод блочного элемента, топологические и факторизационные
методы. Найдены диапазоны параметров областей, для которых можно стро-
ить точное решение контактных задач для тупоугольных клиновидных штам-
пов, основываясь на решениях двумерного интегрального уравнения Ви-
нера – Хопфа. Для этих целей использован гомеоморфизм отображений
дифференциальной топологии. В результате исследования подтверждено,
что вопросы выделения неограниченных особенностей решений граничных
задач, возникающих на границах штампов, наряду с применением методов
спектрального анализа можно осуществлять факторизационными методами,
что ранее не было известно. Построенное решение открыло возможность
не только для изучения конструкционных свойств многокомпонентных ани-
зотропных композитов, контактирующих с жесткими штампами указанной
формы, но также и для исследования прочности и разрушения блочных
структур разноразмерных блоков и включений, возникающих в сейсмологии.
Кроме этого, решение поставленной задачи открыло возможность создания
нового типа излучателей и преобразователей поверхностных волн, ранее не
описанных, для клиновидных областей, что может оказаться полезным в ре-
шении проблем в электронике, акустике и применено в исследовании нано-
материалов.

Ключевые слова: контактные задачи, клиновидный тупоугольный в плане
штамп, анизотропный композит, факторизация.
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Введение

Контактные задачи играют важную роль в самых разных прикладных областях.
Они возникают при исследовании прочности и разрушения [1], распространения
волн в упругих телах [2], в акустике [3], в неразрушающих методах контроля [4],
теории рассеивания электромагнитных волн и при создании элементной базы
электроники [5], в теории волн в жидкости [6, 7], геофизике [8], трибологии [9, 10].
Исследования анизотропных задач, в том числе для композитов и контактных задач,
выполнялись как аналитическими, так и численными методами в [9–14]. Заметим,
что применяемые свойства топологических методов все больше используются в
механике [15–24].

В статьях [25, 26] строится решение контактной задачи в четверти плоскости.
Этот подход оказался полезным для построения решения рассматриваемой контактной
задачи для клина с тупым углом.

Постановка задачи

Рассматриваются контактные задачи о действии абсолютно жесткого штампа на
многослойную среду, задачи решаются для четверти плоскости. Предполагается, что
многослойная среда представляет собой анизотропный композит, для которого по-
строена функция Грина. С ее помощью получается интегральное уравнение контактной
задачи. Методы построения функций Грина для анизотропных сред достаточно
детально изложены в [12–14]. Рассматривается интегральное уравнение Винера –
Хопфа, заданное в первом квадранте, [25, 26]. Оно имеет вид
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Функция K(,), в общем случае комплекснозначная, порождается решением анизо-
тропной граничной задачи в многослойной среде, является непрерывной и суммиру-
емой на осях по обоим аргументам с поведением на бесконечности вида
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Здесь 1, 2 – непрерывные контуры соответственно в комплексных плоскостях
,  , лежащие на вещественных осях и отклоняющиеся от них, обходя особенности,
описанные в [13, 14]. В настоящей статье приведены теоремы единственности инте-
грального уравнения (1).

Решение интегрального уравнения для штампа с прямым углом клина

Исследование, выполненное авторами статей [25, 26], дало возможность методом
факторизации и блочного элемента построить точное решение двумерного интеграль-
ного уравнения Винера – Хопфа (1), которое имеет вид
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Здесь принято обозначение
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Операторы в фигурных скобках детально описаны в [13, 14] и имеют вид
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Функции G(,), G(,) приняты для обозначения операторов, символы 



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обозначают комплексные области выше (плюс) и ниже (минус) контура 1, а символы




  ,  – области выше (плюс) и ниже (минус) контура 2 соответственно.

Построенное решение (3), (4) обращает уравнение (1) в тождество. В [25, 26]
исследованы свойства решения. Доказано, что в вершине клина решение имеет
степенную особенность, которая построена аналитически в [25, 26]. Ранее эта осо-
бенность была исследована приближенно в [14].

Покажем, что интегральное уравнение (1) точно удовлетворяется функцией q(x, y)
вида (3), (4). Внося функцию (3) в интегральное уравнение (1) и учитывая свойст-
ва (4), получим соотношение вида
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После несложных преобразований с учетом свойств (4) получим представление
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Внесем в эту формулу Q(,) из (4) и исследуем интеграл слева. В результате анализа
факторизованных функций, исключения членов, обращающих интеграл в ноль, убеж-
даемся, что получается требуемое соотношение
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Соотношения (3), (4) принимаются за основу для построения решений контактных
задач для штампов остроугольной формы.

Теория тупоугольных клиновидных штампов
на анизотропном композите

Для тупоугольных клиновидных областей  вводятся координаты вида
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Здесь  – угол раствора штампа. Очевидно, что при  = /2 клиновидный штамп
имеет прямой угол.

С применением гомеоморфизмов носителей, операторов и решений уравнений
(1), (3), (4) для разных  оказывается возможным построить точные решения для
всей совокупности штампов с тупым углами /2    . После проведения гомео-
морфных преобразований получается результат, приведенный в [25].

Точные решения q(x, y) интегральных уравнений (1) в областях , /2   
, описываются решениями уравнения (1), формулы (3), (4) при  = /2, по-
строенными при измененных ядрах, где вместо K(,) берется K(,sincos),
и заданных функциях, где вместо f = f (x, y) берется функция f [x + ytg, y/cos].
Решения для каждого 0 <   /2 даются формулами
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Здесь приняты обозначения, где произведены упомянутые замены
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Пример. Используя приведенные способы нахождения особенностей концент-
рации контактных напряжений в угловой точке штампа [25, 26], осуществим их ана-
литическое описание у штампов, занимающих области .

Применив использованный алгоритм [26], получаем, что для функции

)(),( 
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поведение концентрации контактных напряжений в диапазоне /2     определяет-
ся выражением
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На рис. 1 построен график функции . Вычисленное по этой формуле значение
параметра особенностей  практически точно совпадает с этим же параметром кривой
рис. 2 на интервале [0,25, 0,50], что соответствует углам раствора штампа [/2, ].
Вычисления выполнены приближенным методом  [17, стр. 129]. Для сравнения с
результатом статьи необходимо брать  = 0,  = [0,25, 0,5].
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При  особенность концентрации контактных напряжений становится соот-
ветствующей прямой границе штампа, то есть   0,5. Таким образом, формулы
(3), (4), (8), (9) при /2      впервые аналитически описывают поведение решения
в угловой точке тупоугольного штампа на анизотропном композите.

Нужно иметь в виду, что решение, полученное с помощью этого подхода, приме-
нимо в задачах для интеллектуальных материалов, динамических и нестационарных
задач.

Заключение

Впервые приведены общие свойства точного решения контактной задачи для
клиновидного штампа с тупым углом. Этот результат, благодаря топологическим пре-
образованиям, позволяет точно описывать особенности в угловых точках границы
штампов с тупым углом. Решение может быть использовано в сейсмологии для вы-
явления новых предвестников сейсмического роста в горных районах с анизо-
тропными свойствами окружающей среды. В частности, полученные значения кон-
центрации напряжений указывают на области повышенной сейсмичности в зонах
перехода горных территорий в равнинные при наличии изломов границы с тупым
углом. Результаты могут быть полезны в инженерной практике при проектировании
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Рис. 1. График функции  при изменении угла  от 90° (0) до 180° (90)
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Рис. 2. Поведение параметра особенности  в угловой точке штампа
для разных коэффициентов трения 

 = 0,4
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изделий с использованием конструкционных материалов, в том числе, интеллек-
туальных.
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In this work, for the first time, an accurate solution of contact action problems is constructed.
obtuse-angled wedge-shaped stamps on an anisotropic composite multilayer medium. This
type of contact problems has not been solved for a long time, although their relevance in
engineering practice is great, especially in problems for composite materials. The study of
these problems became possible due to the solution of two-dimensional Wiener–Hopf integral
equations developed by the authors. This was facilitated by a combination of approaches
such as the block element method, topological and factorization methods. As a result, ranges
of domain parameters have been found for which it is possible to construct an accurate solution
of contact problems for obtuse-angled wedge-shaped dies based on solutions of the two-
dimensional Wiener–Hopf integral equation. For these purposes, the homeomorphism of maps
of differential topology is used. As a result of the study, it is confirmed that the issues of
identifying unlimited features of solutions to boundary problems arising at the boundaries of
stamps, along with the use of spectral analysis methods, can be carried out using factorization
methods, which was not previously known. The constructed solution opened up the possibility
not only to study the structural properties of multicomponent anisotropic composites in contact
with rigid dies of the specified shape, but also to study the strength and fracture of block
structures of different sized blocks and inclusions that occur in seismology. In addition, the
solution of this problem has opened up the possibility of creating a new type of surface wave
emitters and transducers not previously described for wedge-shaped areas, which may be
useful in problems of electronics, acoustics and nanomaterials.

Keywords: contact problems, wedge-shaped obtuse-angled stamp, anisotropic composite,
factorization.

* Supported by the Russian Science Foundation and the Kuban Science Foundation (project
24-11-20006, regionally co-funded).


