
177

ÓÄÊ 539.3

×ÈÑËÅÍÍÎ-ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ
ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÊÎÍÑÎËÜÍÎ ÇÀÊÐÅÏËÅÍÍÎÃÎ ÑÒÅÐÆÍß

ÑÎ ÑËÅÄßÙÅÉ ÑÈËÎÉ ÍÀ ÑÂÎÁÎÄÍÎÌ ÊÎÍÖÅ*)

 Ä.Â. Êàïèòàíîâ, Â.Ô. Îâ÷èííèêîâ, Ë.Â. Ñìèðíîâ

Íèæíèé Íîâãîðîä

Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ íåêîí-
ñåðâàòèâíîé óñòîé÷èâîñòè ðàñïðåäåëåííîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû â âèäå
êîíñîëüíî çàêðåïëåííîãî ñòåðæíÿ ñî ñëåäÿùåé ñèëîé íà ñâîáîäíîì êîíöå.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé àëãîðèòì, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ
èçó÷åíèÿ çàâèñèìîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.
Àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå, òàê êàê ïîäõîä íå îãðàíè÷èâà-
åòñÿ òðàäèöèîííûì ó÷åòîì òîëüêî íåáîëüøîãî ÷èñëà íèçøèõ ôîðì êîëåáàíèé.
Ïîêàçàíî, ÷òî ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå êîëåáàíèé ïî âòîðîé
ôîðìå è ÷òî èçâåñòíîå äåñòàáèëèçèðóþùåå âëèÿíèå âíóòðåííåãî òðåíèÿ â çíà-
÷èòåëüíîé ìåðå çàâèñèò îò âëèÿíèÿ âíåøíåãî òðåíèÿ. Òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìà
ïðîâåäåíî ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè êëàññè÷åñêèõ è ñîâðåìåííûõ ÷èñ-
ëåííûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé.

Îáóñëîâëåííûå íåñàìîñîïðÿæåííîñòüþ îïåðàòîðîâ ïðîáëåìû óñòîé÷èâîñòè
íåêîíñåðâàòèâíûõ óïðóãèõ ñèñòåì ïðåäñòàâëÿþò íåñîìíåííûé òåîðåòè÷åñêèé èí-
òåðåñ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ñâÿçàíî ñ àêòóàëüíûì äëÿ ñîâðåìåííîé òåõíèêè èçó÷åíèåì
äèíàìèêè ðàñïðåäåëåííûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Êàê ïîêàçûâàþò ïîñëåäíèå ïóáëè-
êàöèè, ïîñâÿùåííûå òåîðåòè÷åñêèì è ýêñïåðèìåíòàëüíûì èññëåäîâàíèÿì â äàííîé
îáëàñòè (ñì., íàïðèìåð, [1−3]), ðàññìîòðåíèå êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ íå óòðàòèëî àêòó-
àëüíîñòè. Ýòî ñâÿçàíî ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, à òàêæå òåîðåòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâåäåíèÿ áîëåå äåòàëüíîãî àíàëèçà
è ðàññìîòðåíèÿ íîâûõ êà÷åñòâåííûõ ýôôåêòîâ â ïîäîáíûõ ñèñòåìàõ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî èññëå-
äîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè íåêîíñåðâàòèâíîé ðàñïðåäåëåííîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû
â âèäå êîíñîëüíî çàêðåïëåííîãî ñòåðæíÿ ñî ñëåäÿùåé ñèëîé íà ñâîáîäíîì êîíöå.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé àëãîðèòì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî èçó÷åíû
çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îò ïàðàìåòðîâ è õàðàêòåð ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.
Àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå, òàê êàê ïîäõîä íå îãðàíè÷èâàåòñÿ
òðàäèöèîííûì ó÷åòîì òîëüêî íåáîëüøîãî ÷èñëà íèçøèõ ôîðì êîëåáàíèé. Òåñòè-
ðîâàíèå àëãîðèòìà, ïðîâåäåííîå ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, ñîãëà-
ñóåòñÿ ñ èçâåñòíûìè äàííûìè [4, 5].

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, âûï. 69, 2007 ã.

*) Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 05-08-50187à) è Ìèíèñòåðñòâà
îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (ãðàíò Ïðåçèäåíòà ÐÔ íà ïîääåðæêó âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÍØ-
6391.2006.8).
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1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ïîëàãàåì, ÷òî îäíîðîäíûé ïðÿìîé ñòåðæåíü ñîâåðøàåò  ìàëûå ïëîñêèå èçãèá-
íûå êîëåáàíèÿ. Îäèí êîíåö ñòåðæíÿ æåñòêî çàäåëàí, à äðóãîé ñâîáîäåí è íàãðóæåí
ïðîäîëüíîé ñèëîé. Äëèíó ñòåðæíÿ áóäåì ñ÷èòàòü ìíîãî áîëüøåé åãî ïîïåðå÷íûõ
ðàçìåðîâ. Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ óðàâíåíèå êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ïîëó÷åíî âî ìíîãèõ
ðàáîòàõ. Â ìîíîãðàôèè [6] ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëåíî êàê óðàâíåíèå Ýéëåðà âàðè-
àöèîííîé çàäà÷è â ôîðìå ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà−Îñòðîãðàäñêîãî:
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ãäå y(x,  t) − ïîïåðå÷íîå ïåðåìåùåíèå ñòåðæíÿ, x − ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà, t − âðåìÿ,
EI − èçãèáíàÿ æåñòêîñòü, P − ñæèìàþùàÿ ñèëà, ξ − êîýôôèöèåíò âíåøíåãî òðåíèÿ,
m − ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäèíèöó äëèíû ìàññà ñòåðæíÿ.

Â ðàññìàòðèâàåìîì â ñòàòüå ñëó÷àå êîíñîëüíîãî çàêðåïëåíèÿ ñòåðæíÿ ñ ó÷åòîì
äåéñòâèÿ ïðîäîëüíîé ñèëû íà ñâîáîäíîì (òî åñòü ïðè x = l, ãäå l − äëèíà ñòåðæíÿ)
êîíöå èìååì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:
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Çäåñü β = 0, åñëè ñèëà íàïðàâëåíà âäîëü îñè x è β = 1, åñëè ñèëà ñëåäÿùàÿ. Îòìåòèì,
÷òî ïåðâûå äâà ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ îòâå÷àþò çà æåñòêóþ çàäåëêó îäíîãî êîíöà ñòåð-
æíÿ, à äâà ïîñëåäíèõ îòâå÷àþò çà îáðàùåíèå â íóëü ìîìåíòà è ñèëû íà äðóãîì,
ñâîáîäíîì, êîíöå.

Ïðè ó÷åòå âíóòðåííåãî òðåíèÿ ïî ãèïîòåçå Êåëüâèíà−Ôîõòà  â óðàâíåíèè (1) è
êðàåâûõ óñëîâèÿõ (2) ñëåäóåò çàìåíèòü ìîäóëü Þíãà Å íà îïåðàòîð )/1( tE ¶¶m+ ,
ãäå µ − êîýôôèöèåíò âíóòðåííåãî òðåíèÿ. Ïðè P = 0 èëè β = 1 âòîðîå ñëàãàåìîå â
ïîñëåäíåì èç êðàåâûõ óñëîâèé (2) îòñóòñòâóåò, è â ýòîì ñëó÷àå ýòè êðàåâûå óñëîâèÿ
(2) äîñòàòî÷íû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñ ó÷åòîì âíóòðåííåãî òðåíèÿ.

2. Àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

Êðàåâàÿ çàäà÷à (1), (2) ÿâëÿåòñÿ íåñàìîñîïðÿæåííîé [4]. Èñòî÷íèêîì íåñàìîñî-
ïðÿæåííîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëåäÿùàÿ ñæèìàþùàÿ íàãðóçêà íà ñâîáîäíîì êîíöå. Ñàìîñî-
ïðÿæåííîñòü îïåðàòîðà D â ðàññìàòðèâàåìîì îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåòñÿ ïî

âûïîëíåíèþ ïåðåñòàíîâî÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè ò
l
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äëÿ äâóõ ëþáûõ íåïðåðûâíûõ, äèôôåðåíöèðóåìûõ íóæíîå ÷èñëî ðàç è óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì ôóíêöèé u è v.

Ïîñëå óìíîæåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) íà ty ¶¶ /  è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî õ ñ ó÷åòîì
êðàåâûõ óñëîâèé è âíóòðåííåãî òðåíèÿ â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñëåäó-
þùåå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé îò ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû:
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Àíàëèç ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (3) ïîêàçûâàåò, ÷òî íåêîíñåðâàòèâíîñòü ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ñòåðæíÿ îáóñëîâëåíà äâóìÿ ôàêòîðàìè: âûðàæàþùåéñÿ ïåðâûì
ñëàãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè ìîùíîñòüþ ïîòåðü íà âíåøíåå è âíóòðåííåå òðåíèå è
âûðàæàþùåéñÿ âòîðûì ñëàãàåìûì ìîùíîñòüþ ñëåäÿùåé ñèëû. Ñìåíà çíàêà ïðàâîé
÷àñòè âûðàæåíèÿ (3) ñîîòâåòñòâóåò àíàëèçèðóåìîé íèæå ãðàíèöå êîëåáàòåëüíîé
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîëèíåéíîé ôîðìû.

3. Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
           óðàâíåíèÿ çàäà÷è

Äëÿ ïåðåõîäà ê áåçðàçìåðíûì óðàâíåíèÿì ïîäåëèì óðàâíåíèå (1) íà EI/l4 è
ïðîâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: x = lϕ, ./ 2t= lEImt  Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñèëà
íà ñâîáîäíîì êîíöå ÿâëÿåòñÿ ñëåäÿùåé (β = 1), ïîëó÷èì:
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Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ êîíñîëüíîãî çàêðåïëåíèÿ ñòåðæíÿ â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà
b = γ = δ = 0, èçâåñòíî [7]. Ýòèì ðåøåíèåì ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ êîíòðîëÿ
îïèñûâàåìîé íèæå ìåòîäèêè è â êà÷åñòâå èñõîäíîé òî÷êè äëÿ ðàñ÷åòà èçìåíåíèÿ
êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è (5) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðîâ.

Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è (5) èìååò âèä:
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 − êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

.0)1()( 224 =l+dl++gl+= bWWWF (6)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ )4,1( =iAi  èç êðàåâûõ óñëîâèé çàäà÷è èìååì
ñèñòåìó ÷åòûðåõ îäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
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Ðàñêðûâ îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (7) è ïðèðàâíÿâ åãî ê íóëþ, òàê êàê çàäà÷à äîëæíà
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Çàìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ ðàññìàòðèâàþòñÿ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ
÷èñåë è èìåþò âèä λ = h +iw.

4. Àëãîðèòì ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ

Ôóíêöèè Wi ( 4,1=i ) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (6), (8). Ðàâåíñòâî íóëþ ôóíê-
öèé F(Wi) è D èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå
÷àñòè ýòèõ ôóíêöèé ðàâíû íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç äåñÿòè óðàâíå-
íèé ñ äåñÿòüþ íåèçâåñòíûìè:

;4,1,0),(Im;4,1,0),(Re ==l==l iWFiWF ii

.0),,,(Im;0),,,(Re 43214321 == WWWWDWWWWD
(9)

Äàëåå â ðàçðàáîòàííîì àëãîðèòìå íà êàæäîì øàãå ìàëîãî èçìåíåíèÿ ñèëû P
îò íóëÿ äî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ìåòîäîì Íüþòîíà ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (9)
è íàõîäÿòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ïðè
îòñóòñòâèè ñèëû áåðóòñÿ çíà÷åíèÿ, ïðèâåäåííûå â ëèòåðàòóðå [7]. Â äàëüíåéøåì
(ïðè èçìåíåíèè ñèëû) â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé áåðóòñÿ çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå
íà ïðåäûäóùåì øàãå. Â èòîãå ïîëó÷àåì êàðòèíó ïåðåìåùåíèÿ êîðíåé (h, w) íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè λ, ÷òî ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêîå çíà-
÷åíèå íàãðóçêè è õàðàêòåð ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.

5. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû b,  γ,  δ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Íàãðóçêà ïðèíèìàëà
ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, íà÷èíàÿ ñ P = 0, ñ øàãîì, îïðåäåëÿåìûì â çàâèñèìîñòè îò
èçìåíåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ,...2,1, =+=l kiwh kkk . Ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ, ãäå ïðèâåäåíû ãîäîãðàôû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ïîêàçàòåëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì íèçøèì ìîäàì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Â ñèëó
ñèììåòðèè ãðàôèêîâ îòíîñèòåëüíî îñè w íà ðèñóíêàõ èçîáðàæåíà òîëüêî âåðõíÿÿ
÷àñòü ïëîñêîñòè hw. Ãîäîãðàôû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, ñîîòâåòñòâóþùèå
áîëåå âûñîêèì ìîäàì, íå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèöû óñòîé÷è-
âîñòè è íå ïðèâîäÿòñÿ.
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Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ ñî ñëåäÿùåé ñèëîé
íà ñâîáîäíîì êîíöå áåç ó÷åòà âíåøíåãî è âíóòðåííåãî òðåíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè
â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ïðè b

êð
 = Pl2/EI = 20,05, ïîñëå ñëèÿíèÿ ïåðâûõ äâóõ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, ãîäîãðàô êîòîðûõ èçîáðàæåí íà ðèñ. 1.

Íàéäåííîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà b î÷åíü áëèçêî ê ïðèâåäåííîìó â
[4−5]. Òàê, â ìîíîãðàôèè [4] ñ èñïîëüçîâàíèåì âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî ìåòîäó
Áóáíîâà−Ãàëåðêèíà ïðè òàêîì æå êà÷åñòâåííîì ïîâåäåíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ïîêàçàòåëåé ïîëó÷åíî  bêð = 20,19. Ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçóåìûé â
[4] ìåòîä äëÿ íåñàìîñîïðÿæåííûõ çàäà÷ íå èìååò ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ. Âìåñòå ñ
òåì ñðàâíåíèå ïîëó÷åííîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå òî÷íîãî çíà÷åíèÿ bêð ñ óêàçàííûì
ïðèáëèæåííûì ëèøíèé ðàç ñâèäåòåëüñòâóåò î ñïðàâåäëèâîñòè ïðèâåäåííîãî â [4]
óòâåðæäåíèÿ, ÷òî ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè â íåñàìîñîïðÿæåííûõ çàäà÷àõ ìîãóò
áûòü óäà÷íî àïïðîêñèìèðîâàíû ïðè ïîìîùè ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íåáîëüøîãî
÷èñëà ïåðâûõ ôîðì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, à ïðèìåðîâ, êîãäà ýòî íå òàê, íå
èìååòñÿ.

Â ñëó÷àå âíåøíåãî òðåíèÿ δ = 1,29 õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ñäâèãàþòñÿ
íà îäèíàêîâîå çíà÷åíèå â ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü (ðèñ. 2). Êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå
êîðíåé àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ñëó÷àþ, è ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè íàñòóïàåò ïðè áî'ëüøèõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà íàãðóçêè: bêð = 20,29.
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Â ñëó÷àå âíóòðåííåãî òðåíèÿ γ = 0,0035 õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ñòàð-
òóþò òàêæå èç ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, íî óæå ñ ðàçëè÷íîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ
(ðèñ. 3), ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî âíóòðåííåå òðåíèå âëèÿåò íà ñòàðøèå ìîäû
êîëåáàíèÿ ñèëüíåå, ÷åì íà ìëàäøèå.

Ïðè óâåëè÷åíèè íàãðóçêè ïîêàçàòåëè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâîé ìîäå êîëåáàíèé,
âîçâðàùàþòñÿ ê ìíèìîé îñè è  ïåðåõîäÿò â ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü. Îäíàêî ïîòåðÿ
óñòîé÷èâîñòè íàñòóïàåò ïðè ãîðàçäî ìåíüøåé íàãðóçêå ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì
îòñóòñòâèÿ âíóòðåííåãî òðåíèÿ: bêð = 11. Âïåðâûå ýòî ÿâëåíèå áûëî çàìå÷åíî Öèãëå-
ðîì è íîñèò â ëèòåðàòóðå íàçâàíèå ïàðàäîêñà Öèãëåðà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî çíà÷åíèÿ
êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå, áëèçêè ê çíà÷åíèÿì êðè-
òè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, óñòàíîâëåííûì äðóãèìè àâòîðàìè [5].

Â îáùåì ñëó÷àå ïðèñóòñòâèÿ îáîèõ âèäîâ òðåíèÿ (δ = 1,29; γ = 0,0035) õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ñòàðòóþò òàêæå èç ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè; êà÷åñòâåííîå
ïîâåäåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ñëó÷àÿì (ðèñ.
4). Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè íàñòóïàåò ïðè bêð = 20,22.

Ïðè èçó÷åíèè âëèÿíèÿ äâóõ âèäîâ òðåíèÿ íà êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñæèìàþùåé
íàãðóçêè îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âíóòðåííåå òðåíèå. Ðîñò ïîñëåäíåãî, â
îòëè÷èå îò âíåøíåãî òðåíèÿ, íå âñåãäà ïðèâîäèò ê ðîñòó êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ
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íàãðóçêè: â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé âíóòðåííåãî òðåíèÿ èìååò ìåñòî ñíèæåíèå
bêð ïðè óâåëè÷åíèè γ (òàê íàçûâàåìûé ýôôåêò äåñòàáèëèçàöèè èç-çà âíóòðåííåãî
òðåíèÿ). Âåëè÷èíà óìåíüøåíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ âíåøíåãî
òðåíèÿ, ñ ðîñòîì êîòîðîãî ýôôåêò äåñòàáèëèçàöèè óáûâàåò. Ýòî ïîäòâåðæäàþò ðåçó-
ëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 5, ãäå ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà bêð îò âåëè÷èíû âíóòðåííåãî òðåíèÿ äëÿ íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé âíåøíåãî òðåíèÿ.

Ïîëíàÿ êàðòèíà âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî òðåíèÿ íà âåëè-
÷èíó êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 6. Èç àíàëèçà ðèñ. 5 è ðèñ. 6 ñëåäóåò,
÷òî ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî òðåíèé (γ, δ) â çàâèñèìîñòè îò
õàðàêòåðà âëèÿíèÿ âíóòðåííåãî òðåíèÿ íà âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ìîæíî
ðàçáèòü íà äâå îáëàñòè (ðèñ. 7). Â îäíîé èç íèõ ïðîÿâëÿåòñÿ äåñòàáèëèçèðóþùåå
âëèÿíèå âíóòðåííåãî òðåíèÿ, êîãäà ñ ðîñòîì óðîâíÿ âíóòðåííåãî òðåíèÿ êðèòè÷åñêàÿ
íàãðóçêà ñíèæàåòñÿ, à â äðóãîé − âíóòðåííåå òðåíèå îêàçûâàåò ñòàáèëèçèðóþùåå
âëèÿíèå.

Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðÿìîãî
êîíñîëüíî çàêðåïëåííîãî ñòåðæíÿ ñî ñëåäÿùåé ñèëîé íà ñâîáîäíîì êîíöå, ðåàëè-
çîâàííàÿ â âèäå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà. Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíåãî èçó÷åíà çàâèñèìîñòü
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îò ïàðàìåòðîâ íàãðóæåíèÿ è êîýôôèöèåíòîâ òðåíèÿ è èññëå-
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äîâàí õàðàêòåð ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøå-
íèå, òàê êàê ïîäõîä íå îãðàíè÷èâàåòñÿ òðàäèöèîííûì ó÷åòîì òîëüêî íåáîëüøîãî
÷èñëà íèçøèõ ôîðì êîëåáàíèé. Ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî àëãîðèòìà
ðåçóëüòàòû êîëè÷åñòâåííî è êà÷åñòâåííî õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè, èçâåñò-
íûìè èç ëèòåðàòóðû.
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NUMERICAL-ANALYTICAL STABILITY INVESTIGATION
OF BEAM WITH SERVO FORCE FIXED AS CANTILEVER AT FREE END

D.V. Kapitanov, V.F. Ovchinnikov, L.V. Smirnov

The numerical-analytical results of non-conservative stability investigation of the distributed
mechanic system as a cantilevered-fixed beam with a servo force at the free end are presented. A
numerical algorithm designed for studying eigenvalues-system parameters relation is developed
and a stability loss according to these parameters is investigated. The algorithm allows to obtain an
accurate solution, because the approach is not limited by traditional regarding only a small number
of lower forms of vibrations. It is shown that the loss of stability becomes apparent in the form of
vibrations of the second type and the known destabilized effect of the internal friction depends a
lot on the effect of the external friction. The testing of the algorithm is carried out using the
comparisons with classic and modern numerical and experimental investigations.


