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Рассматривается контактная задача об осадке жесткого индентора с
плоской формой основания в жидконасыщенную пороупругую среду Био
в виде полуплоскости. Дренаж жидкости осуществляется через основание
индентора. С помощью преобразований Лапласа и Фурье решение контакт-
ной задачи сводится к решению системы двух двумерных интегральных урав-
нений I рода. Неизвестными в интегральных уравнениях являются контактные
напряжения и контактное давление поровой жидкости. Полученная система
интегральных уравнений, в свою очередь, сводится к системе двух одномер-
ных интегральных уравнений I рода относительно трансформант Лапласа
неизвестных функций контактных напряжений и контактного давления по-
ровой жидкости. После выделения в левой части системы особых, в том
числе сингулярных, частей ядер интегральных уравнений и переноса в пра-
вую часть регулярных интегралов система интегральных уравнений методом
исключения приводится к треугольному виду. Последовательное обращение
особых интегральных операторов, стоящих в левой части, приводит треуголь-
ную систему интегральных уравнений I рода к системе интегральных урав-
нений II рода. Для решения последней организуется схема метода после-
довательных приближений, посредством которой определяются сингулярные
интегральные уравнения для определения трансформант Лапласа ее нуле-
вого приближения. После обращения найденных интегральных уравнений
определяются трансформанты Лапласа нулевого приближения, после обра-
щения которых получаются нулевые члены решения поставленной задачи –
контактные напряжения и контактное давление поровой жидкости. Получен-
ные решения позволяют определить степень влияния рассматриваемого
дренажа на поровое давление жидкости.
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Введение

Существенной проблемой расчета жидконасыщенных грунтов при осадке фун-
дамента сооружений является расчет консолидации такого грунта, происходящей
как в процессе строительства сооружений, так и в период их эксплуатации. Решение
этой проблемы потребовало больших усилий исследователей в течение как минимум
двух веков, начиная с работ Дарси, появившихся в начале XIX века. Большой вклад
в эти исследования внесли публикации K. Terzaghi. Позднее M.A. Biot сформулировал
основные уравнения математической модели консолидации грунта [1], а также пред-
ставил решение задачи об осадке грунта при равномерной нагрузке для случаев
проницаемой поверхности [2] и непроницаемой поверхности [3]. L.K. Agbezuge и
H. Deresiewicz исследовали задачи об осадке в жидконасыщенное пороупругое полу-
пространство проницаемых и непроницаемых сферических инденторов, а также ци-
линдрического штампа с плоским основанием [4–6]. В обзорной статье V.B. Glagov-
sky, B.M. Nuller [7] обсуждаются аналитические методы решения контактных задач
теории консолидации. В статье A.P.S. Selvadurai [8] представлен обзор аналитических
методов решения задач геомеханики. В обзорной статье M. Schanz [9] обсуждаются
динамические модели пороупругости в рамках теории консолидации Био, их
аналитические и полуаналитические решения, а также численные схемы аппроксима-
ции. В книге A.H.-D. Cheng [10], посвященной механике инфильтрированных
жидкостью пористых материалов, представлен подробный обзор аналитических
способов решения задач консолидации. В [11] I. Argatov, G. Mishuris рассмотрели
контактные задачи об индентировании жидконасыщенного пороупругого полупро-
странства. A.P.S. Selvadurai, P. Samea в [12] детально рассмотрели задачу об инден-
тировании пористого полупространства для трех видов граничных условий с учетом
адгезии. В статье M.H. Esteki с соавторами [13] изучено влияние скорости вдавли-
вания индентора на характеристики контакта при помощи метода конечных элементов.
В [14] M. Wang с соавторами на основе теории Био и обобщенной контактной моде-
ли Герца предложили теорию, подходящую для материалов, в том числе биологи-
ческих тканей, как с малыми, так и с большими релаксациями. В [15] V.B. Zelentsov,
P.A. Lapina рассмотрели задачу об осадке прозрачного для жидкости индентора. В
статье M. Liu, X. Wen [16] получено решение пороупругой осесимметричной задачи
Буссинеска в рамках теории Био для различных условий проницаемости на границе.
В [17] Z. Zhang с соавторами рассмотрели задачу индентирования многослойного
полупространства, состоящего из поперечно изотропных и пороупругих материалов.

В настоящей статье впервые представлена постановка и аналитическое решение
квазистатической контактной задачи о дренаже избытков поровой жидкости, обра-
зующихся при осадке жесткого индентора с плоской формой основания в жидко-
насыщенную пороупругую среду в виде упругой полуплоскости. Для создания дре-
нажа достаточно на основании индентора задать вертикальную составляющую ско-
рости дренируемой жидкости и основание становится прозрачным для проникания
жидкости сквозь него. Представлены формулы для определения основных механи-
ческих характеристик задачи. Результаты численного эксперимента по полученным
формулам представлены в виде графиков с кратким их анализом.
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1. Контактная задача об осадке дренирующего индентора

Рассмотрим задачу об осадке вдоль оси z жесткого индентора с плоской формой
основания шириной 2a (–a  x  a) в жидконасыщенную пороупругую полуплоскость
– < x < , – < z  0 под действием силы P(t) (рис. 1) с возможностью дрени-
рования жидкости через основание индентора.

Напряженно-деформированное состояние жидконасыщенной пороупругой полу-
плоскости в рамках модели среды Био [1–3] определяется соотношениями
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где G – модуль сдвига упругого скелета жидконасыщенной пороупругой среды,  –
коэффициент Пуассона, xx, zz, xz – упругие напряжения, ex, ez, exz – упругие де-
формации скелета,  – давление поровой жидкости, u, w – горизонтальные и верти-
кальные смещения в упругом скелете,  – объемная деформация, 0 – безразмерный
коэффициент.

Два дифференциальных уравнения равновесия в смещениях в отсутствие сил
инерции и дифференциальное уравнение Дарси описывают поведение жидконасы-
щенной пороупругой полуплоскости Био [1–3] и записываются в виде
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где  – оператор Лапласа,  = (1 – )/(1 – 2), e = –, G/~
0  (в дальнейшем

волна над  опускается), c = 2Gk – коэффициент Дарси, k = kn / = kф/(жg), kn –
коэффициент проникания жидкости в упругой среде,  – коэффициент гидродина-
мической вязкости, kф – коэффициент фильтрации, g – ускорение свободного падения,
ж – плотность жидкости, t – время.

Пусть осадка индентора происходит по закону (t) при t > 0. Смешанные гра-
ничные условия на поверхности z = 0 полуплоскости записываются в виде:

Рис. 1. Схема осадки индентора при наличии дренажа
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w(x, 0, t) = –(t) при –a  x  a, (7)
zz(x, 0, t) = –(x, t) при –a  x  a, (8)

zz(x, 0, t) = 0 при –  x  –a,  a  x  , (9)

xz(x, 0, t) = 0 при –  x  , (10)
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(x, 0, t) = 0 при –  x  –a,  a  x  , (12)

Vz(x, 0, t) = –(t) при –a  x  a, (13)
где (x, t) и (x, t) – контактные напряжения и контактное давление поровой жидкости,
развивающиеся на основании индентора и подлежащие определению; Vz(x, z, t) =

)/(/ 0 zkG   – вертикальная (вдоль оси z) составляющая скорости поровой
жидкости в среде; v0(t) – скорость дренажа поровой жидкости через основание ин-
дентора, при этом сила контактного воздействия P(t) вычисляется по формуле
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Начальные условия поставленной задачи нулевые, так как до начального момента
t = 0 среда находилась в покое:
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2. Система интегральных уравнений контактной задачи

Сформулированная квазистатическая контактная задача об осадке жесткого
индентора с плоской формой основания в жидконасыщенную пороупругую
полуплоскость сводится с помощью интегральных преобразований Лапласа по
времени t [18, 19] и Фурье по продольной координате x [20] к решению системы
двух двумерных интегральных уравнений (СДДИУ) I рода типа свертки Лапласа
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относительно неизвестных *(x, t) и *(x, t), связанных с (x, t) и (x, t) формулами

.0,11),(),(),,(2),( 0**  txtxtxtxtx при (18)
Здесь

,)()12(4)(),()12(4)(
0

0
1

0
1

2
1

1   
t

dvckatftGatf



6 4

1)( /  cpa  – безразмерный параметр, а ядра kij(x, t) определяются формулами:
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Решение системы (16), (17) осуществляется в несколько этапов:
– с помощью преобразования Лапласа, применяемого к СДДИУ I рода (16),

(17), ее решение сводится к решению эквивалентной системы двух одномерных
интегральных уравнений (СДОИУ) I рода относительно неизвестных трансформант
Лапласа контактных напряжений и контактного давления поровой жидкости;

– в полученной СДОИУ I рода осуществляется выделение особых (сингулярных)
операторов, которые записываются в левой части, а получившиеся в результате этого
регулярные интегральные операторы записываются в правой части СДОИУ I рода;

– после исключения во втором уравнении СДОИУ I рода оператора, содержащего
контактные напряжения, система СДОИУ I рода преобразуется в новую СДОИУ
треугольного вида с особыми операторами в левой части;

– после обращения особых (сингулярных) интегральных операторов, находящих-
ся в левой части СДОИУ треугольного вида, получаем СДОИУ II рода, для решения
которой используется метод последовательных приближений и выписывается его
итерационная схема;

– нулевое приближение метода последовательных приближений определяется
из треугольной СДОИУ вида
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где верхним индексом L обозначены трансформанты Лапласа,
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а K11(u) задано в (20); (u) приведено после (22).
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3. Решение интегрального уравнения (24)

Эффективное решение интегрального уравнения (24) строится для малых значе-
ний параметра  (или для больших p) в мультипликативной форме [21, 22]:
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функция Erf – интеграл ошибок.
Построенное в такой форме решение интегрального уравнения (24) обращается

в ноль на границе области контакта при x = ±1. Коэффициенты A, B, C являются
коэффициентами аппроксимации трансформанты
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4. Решение интегрального уравнения (23)

Решение ),(ψ),(),(χ 00 pxpxpx LLL
   интегрального уравнения (23) анало-

гично решению интегрального уравнения (24) строится в мультипликативной форме:
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Появление постоянных B, C в (31) связано с аппроксимацией
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Полученное решение L(x, p) интегрального уравнения (23) является функцией,
интегрируемой на –1  x  1, с корневыми особенностями в краях области контакта
при x = ±1.

5. Решение системы двумерных интегральных уравнений (23), (24)

Обратив формулу (27) с помощью обратного преобразования Лапласа [20], по-
ëó÷èì  ôî ðì óëó í óëåâî ãî  ÷ëåí à ì åòî äà ï î ñëåäî âàòåëüí ûõ ï ðèáëèæåí è(x, t) ис-
ходной системы двумерных интегральных уравнений (23), (24) в виде
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при –1  x  1, t > 0,

лучим формулу нулевого члена метода последовательных приближений
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Приближенное решение (x, t), являющееся распределением контактного дав-
ления поровой жидкости, построено в классе гладких функций (x, t) = (x, t)
(1 – x)3/2(1 + x)3/2, где (x, t) непрерывна по x при –1  x  1, t > 0.

Для определения нулевого приближения решения (x, t) двумерной системы
интегральных уравнений (23), (24) достаточно определить оригинал (x, t) транс-
форманты L(x, p) решения интегрального уравнения (23)
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где (x, t) дается формулой (34):
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Функция (x, t) определена в классе интегрируемых функций по координате x
с корневой особенностью на краях основания индентора при x = ±1, то есть (x, t) =

,)1()1)(,( 2/12/1 
  xxtx  где (x, t) непрерывна по x и t при –1 < x < 1, t > 0.

Формулы (37), (38) показывают, что (x, t) пропорциональна осадке индентора (t).

6. Численный анализ полученных решений

При расчетах полагалось, что осадка индентора в полуплоскость происходит по
закону )( )H()H()H()( **00 tttttatttat    при t  0, а скорость дренажа
моделируется согласно закону )),H()(H()( 00000 ttttvtv   где H(t) – функция
Хевисайда. На рис. 2 представлены графики контактного давления поровой жидкости
(x, t) из (18), контактных напряжений упругого скелета (x, t) и контактных на-
пряжений среды (x, t) из (18), отнесенных к модулю сдвига G, рассчитанных в мо-
менты времени tm = 0,25m с, .6,1m  При расчетах положено a0 = 0,001 м/с,  t* =
= 1,0 с, t** = 1,5 с, v0 = 0,0001 м/с, t0 = 0,5 с, t00 = 1,25, kф = 10–5 м/с, G = 115,38 МПа,
 = 0,3, 0 = 1, a = 1 м, ж = 1000 кг/м3. Разные цвета графиков напряжений со-
ответствуют разным моментам времени (сплошные линии – без дренажа, штрихпунк-
тирные линии – с дренажом), а величины заглубления индентора (t) отмечены на



67

графике закона осадки цветными точками. Следует обратить внимание, что влияние
дренажа будет заметно на графиках при t > t0 согласно выбранному закону дренажа.

При расчете контактных напряжений упругого скелета (x, t) использовалась
аппроксимация (33) с параметрами B = 0,421, C = 0,498 (погрешность 4,5%). При
расчете контактного давления поровой жидкости (x, t) использовалась аппрокси-
мация (29) с параметрами A = 0,443, B = 1,098, C = 0,644 (погрешность 2,5%).

На начальном этапе осадки индентора (t < t*) в отсутствие дренажа контактное
давление поровой жидкости (x, t) и контактные напряжения упругого скелета (x, t)
растут с увеличением времени. После фиксации величины осадки (t* < t < t**) значения
(x, t) и (x, t) снижаются. Значения (x, t) в отсутствие дренажа больше соответ-
ствующих по времени значений с учетом дренажа, а значения (x, t) от дренажа не
зависят. Дренаж со временем повышает величину контактных напряжений (x, t).

Полученное решение поставленной задачи с возможностью дренирования поро-
вой жидкости через основание индентора показывает, что давление поровой жид-
кости пропорционально величине осадки индентора (t) за минусом выражения

,)(2
0 00  
t

dv  что следует из формул (34), (18) и продемонстрировано на графиках
G–1(x, t) рис. 2, сопровождающих численный эксперимент.

На рис. 3 представлены графики изменения во времени действующей на инден-
тор силы ,),()(  

a

a
dxtxtP  0  t  t**.

Рис. 2. Контактные давление поровой жидкости, напряжения упругого скелета
и напряжения среды на основании индентора 0  x  1
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Сплошная линия соответствует силе в отсутствие дренажа, штрихпунктирная
линия соответствует силе с учетом дренажа.

Графики силы P(t) подтверждают результаты, представленные на рис. 2 для
контактных напряжений G–1(x, t), когда контактные напряжения увеличиваются в
период работы дренажа. Это свидетельствует о консолидации жидконасыщенной
пороупругой среды и приводит к необходимости увеличения силы контактного воз-
действия P(t), действующей на индентор, чтобы сохранить неизменной величину
заглубления индентора.

Заключение

Проведенные исследования подтверждают применимость теории консолидации
Био для описания процесса дренирования жидконасыщенной пороупругой среды.
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The paper considers the contact problem of the settlement of a rigid indenter with a flat base in
a liquid-saturated poroelastic Biot medium in the form of a half-plane. Liquid drainage is carried
out through the base of the indenter. Using the Laplace and Fourier transformations, the
solution of the contact problem is reduced to the solution of a system of two two-dimensional
integral equations of the first kind. The unknowns in the integral equations are the contact
stresses and contact pressure of the pore liquid. The resulting system of integral equations in
turn is reduced to a system of two one-dimensional integral equations of the first kind with
respect to the Laplace transforms of unknown functions of contact stresses and contact
pressure of the pore liquid. After isolating the special parts of the kernels of integral equations
in the left part of the system, including the singular parts, and transferring the regular integrals
to the right part, the system of integral equations is reduced to a triangular form by the elimination
method. The successive inversion of the special integral operators on the left-hand side reduces
the triangular system of integral equations of the first kind to a system of integral equations of
the second kind. To solve the latter system, a scheme of the method of successive approxi-
mations is organized, by means of which singular integral equations are determined to find the
Laplace transform of its zero approximation. After inverting the found integral equations, the
Laplace transforms of the zero approximation are determined, after which the zero terms of the
solution of the problem – contact stresses and contact pressure of the pore liquid are obtained.
The obtained solutions allow us to determine the degree of influence of the drainage under
consideration on the pore pressure of the liquid.

Keywords: contact problem, liquid-saturated poroelastic medium, Biot medium, contact stresses,
contact pressure, drainage, quasistatics, physical and mechanical properties.
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