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На основе обобщения гипотезы Т.С. Чоу для тонких пластин на оболочки
построены новые фундаментальные решения для тонкой упругой анизо-
тропной неограниченной цилиндрической оболочки постоянной толщины.
Материал оболочки обладает симметрией относительно касательной плос-
кости к срединной поверхности в каждой ее точке. Фундаментальными ре-
шениями являются функции двух координат и времени нормального и тан-
генциальных перемещений в ответ на воздействие сосредоточенной единич-
ной нагрузки, нормальной к срединной поверхности оболочки, математи-
чески описываемой дельта-функцией Дирака.

В постановку задачи входят уравнения движения для неограниченной
тонкой анизотропной цилиндрической оболочки постоянной толщины, на-
чальные условия и условия ограниченности решения на бесконечности.
Решение поставленной задачи осуществляется с помощью интегральных пре-
образований Лапласа, Фурье и разложения искомых функций в экспонен-
циальные ряды Фурье. Для восстановления оригиналов по преобразова-
нию Лапласа применяется теорема о вычетах, для обратного преобразо-
вания Фурье – численный метод интегрирования быстро осциллирующих
функций. Контроль сходимости параметров численного интегрирования и
рядов обеспечивается из условия выполнения критерия относительной по-
грешности с заданной точностью. Практическая реализация контроля сходи-
мости параметров интегрирования осуществлена средствами языка про-
граммирования Python.

Верификация новых фундаментальных решений проведена путем сопо-
ставления полученных результатов с результатами для тонкой неограничен-
ной анизотропной цилиндрической оболочки Тимошенко постоянной тол-
щины.

В ходе численных исследований проведена оценка вклада изгибных и
сдвиговых составляющих в нормальное перемещение, также произведено
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сравнение скорости вычислений новых фундаментальных решений с фунда-
ментальными решениями для оболочки Тимошенко.

Ключевые слова: нестационарная динамика, анизотропный материал,
фундаментальные решения, функции Грина, гипотезы Чоу, цилиндрическая
оболочка.

Введение

Тонкостенные элементы, в частности оболочки, являются основной конструк-
тивной частью в авиационной и космической промышленностях. Ныне существующее
производство обеспечивает возможность изготовления тонкостенных оболочечных
конструкций с анизотропными свойствами. Для таких конструкций необходимо по-
строение моделей и методик расчета напряженно-деформированного состояния при
действии широкого спектра нагрузок в процессе эксплуатации летательного аппарата.
Исследование волновых процессов в анизотропных тонкостенных элементах при
действии нестационарного нагружения является сложной и важной задачей механики.

Исследования проблем нестационарной динамики оболочек приведены в
отечественных научных статьях [1–4]. Статьи [1, 3] посвящены нестационарной ди-
намике тонких упругих анизотропных цилиндрических оболочек, построенных на
гипотезах Кирхгофа – Лява и Тимошенко. В статье [2] рассмотрено нестационарное
динамическое осесимметричное нагружение трехслойной ортотропной оболочки,
в [4] исследуется оболочка с упругим заполнителем при действии нестационарного
давления.

Зарубежные статьи [5–19] также посвящены исследованиям динамического по-
ведения тонкостенных конструкций. В них в основном используются численные
методы решения задачи нестационарной динамики, однако присутствует и экспери-
ментальная часть исследования [5, 6].

В настоящей статье представлены новые фундаментальные решения для тонкой
упругой анизотропной неограниченной цилиндрической оболочки постоянной тол-
щины, математическая модель которой основана на гипотезах Чоу для пластин [20].

1. Постановка задачи

В начальный момент времени на произвольную область боковой поверхности
тонкой неограниченной анизотропной цилиндрической оболочки постоянной толщины
воздействует нестационарное нормальное давление p(, z, t) (рис. 1). Принимается,
что в каждой точке оболочки касательная плоскость к срединной поверхности явля-
ется плоскостью симметрии упругих свойств анизотропного материала оболочки.
Материал оболочки характеризуется девятью независимыми упругими постоянными
c11, c12, c16, c22, c26, c44, c45, c55, c66.

Рис. 1. Постановка задачи
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Постановка задачи включает в себя уравнения движения тонкой упругой ани-
зотропной оболочки [21] в цилиндрической системе координат, выраженные в пере-
мещениях оболочки:
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где Kij – дифференциальные операторы:
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Уравнения движения дополняют начальные условия и условия ограниченности
решения на бесконечности:
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В соотношениях (1)–(6): wb = wb(, z, t), ws = ws(, z, t) – компоненты нормаль-
ного перемещения, вызванного изгибом пластины и сдвигом пластины соответст-
венно; u = u(, z, t), uz = uz(, z, t) – тангенциальные перемещения; t – время; p =
= p(, z, t) – давление; k2 = 5/6 – коэффициент сдвига; h – толщина оболочки; R –
радиус оболочки; I = h3/12 – момент инерции поперечного сечения, отнесенный к
толщине оболочки; cij – компоненты тензора упругих постоянных;  – плотность
материала.

В основу соотношений (1)–(5) положены следующие аксиомы и гипотезы.
Аксиома 1. Нормальное к срединной поверхности в начальном состоянии прямо-

линейное материальное волокно остается прямолинейным в актуальном состоя-
нии [22].

Аксиома 2. Нормальное к срединной поверхности волокно не растяжимо [22].
Аксиома 3. Напряжения 3i  пропорциональны перерезывающему усилию [22].
Ги потеза  1. Связь угла поворота поперечных сечений  за счет сдвига с изгиб-

ной составляющей нормальных перемещений [20] такова:
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где i – главные координаты срединной поверхности оболочки.
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Ги потеза  2. Полное нормальное перемещение оболочки w определяется как
сумма нормального перемещения wb, вызванного изгибом пластины, и нормального
перемещения ws, вызванного сдвигом пластины [20]:
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Основной целью настоящего исследования является построение новых фунда-
ментальных решений, описывающих нестационарную динамику тонкой упругой не-
ограниченной анизотропной цилиндрической оболочки постоянной толщины. Ис-
комые фундаментальные решения универсальны и могут использоваться для исследо-
вания напряженно-деформированного состояния оболочечных конструкций при раз-
личных видах нестационарного нагружения и различных частных случаях анизотро-
пии материала оболочки.

2. Фундаментальные решения

Искомые функции в (1)–(6) могут быть найдены с применением метода фунда-
ментальных решений (функций Грина, функций влияния):
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Здесь Gb, Gs – фундаментальные решения компонент нормального перемещения,
U , Uz – фундаментальные решения тангенциальных перемещений.

Постановка задачи о фундаментальных решениях, согласно (1), (6), имеет вид:
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Здесь (*) – обобщенная функция Дирака, а операторы дифференцирования Lij запи-
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саны, как в (2)–(4), где вместо функций wb, ws, u и uz следует записать Gb, Gs, U,
Uz соответственно.

Для решения системы дифференциальных уравнений в частных производных в
задаче (7), (8) используются разложения искомых функций в экспоненциальные
ряды, а также прямые интегральные преобразования Фурье и Лапласа [23] (индексы
L и F обозначают изображения функций по Лапласу (с параметром s) и Фурье (с
параметром q) соответственно
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Система дифференциальных уравнений в частных производных (7) сводится к
системе линейных алгебраических уравнений для изображений искомых функций:
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Здесь Z = –1/(n2/R2 + q2).
Решение системы (10) приводит к результату:
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В (11) M(q, s, n) – детерминант матрицы А; Di(q, s, n) – детерминанты, получен-
ные по правилу Крамера из матрицы А путем замены i-го столбца на столбец B.

Оригиналы функций  (11) по Лапласу построены аналитически с помощью выче-
тов [23, 24]:
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Оригиналы функций(12) по Фурье построены с использованием интеграла
обращения [23, 24]
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и метода интегрирования быстро осциллирующих функций [25, 26]:
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В соотношениях (13)
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Q – границы интегрирования, M – число шагов разбиения интервала интегрирования.
Согласно [25], параметр p подбирается экспериментально. На основе числен-

ных расчетов [1, 3, 26] вариант |ml |  p используется при решении в непосредствен-
ной близости к началу координат, а на значительном удалении используется вариант
| ml |  p.

Подстановка (13) в (9) и замена бесконечных рядов конечными суммами при-
водит к искомым фундаментальным решениям для модели тонкой неограниченной
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упругой анизотропной цилиндрической оболочки постоянной толщины, основанной
на гипотезах Чоу для пластин:
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Контроль сходимости параметров численного интегрирования и рядов обеспе-
чивается из условия выполнения критерия относительной погрешности с заданной
точностью аналогично [1, 3, 26].

Эти фундаментальные решения позволяют исследовать процессы нестационарной
динамики в тонких упругих анизотропных цилиндрических оболочках постоянной
толщины, математические модели которых основаны на гипотезах Чоу для пластин.

3. Оценка достоверности результатов

С целью выяснения достоверности полученных новых фундаментальных реше-
ний проведено численное сравнение с фундаментальными решениями для тонкой
неограниченной упругой анизотропной цилиндрической оболочки Тимошенко [3].
Исходные данные по геометрии и материалу оболочек приведены в таблице 1 и таб-
лице 2.

Таблица 1
Геометрические параметры цилиндрической оболочки

Толщина стенки h, м Радиус R, м
0,005 0,6

Таблица 2
Компоненты тензора упругих постоянных и плотность материала углепластика [26]
, c11, c12, c16, c22, c26, c36, c44, c45, c55, c66,

кг/м3  ГПа ГПа ГПа ГПа ГПа ГПа ГПа ГПа ГПа ГПа
1750 95,5 28,9 44,7 25,9 15,6 0,54 4,4 –1,78 6,45 32,7

На рис. 2–4 показано распределение функций G = Gb + Gs, U, Uz по координате
z при угловой координате  = 0 (сплошные линии) и  = /8 (штриховые линии) в
момент времени 1 мс. Синим цветом изображены результаты согласно новым фун-
даментальным решениям для модели тонкой неограниченной упругой анизотропной
цилиндрической оболочки, основанной на гипотезе Чоу (14), черным цветом – фунда-
ментальные решения для тонкой неограниченной упругой анизотропной цилиндриче-
ской оболочки Тимошенко [3]. Контроль сходимости параметров интегрирования и
формирование приведенных графиков осуществлены средствами языка програм-
мирования Python.

Из представленных на рис. 2–4 результатов видно, что полученные новые функции
демонстрируют хорошую согласованность с фундаментальными решениями для
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тонкой неограниченной упругой анизотропной цилиндрической оболочки Тимошенко,
что подтверждает корректность примененных методов при построении решения.

На рис. 5 представлено распределение функций Gb и Gs по координате z при
угловой координате  = 0 в момент времени 1 мс (сплошная линия – функция Gb,
штриховая линия – функция Gs). Из рис. 5 видно, что вклад функции Gb (нормальное
перемещение, вызванное изгибом оболочки) вносит существенно больший вклад в
суммарное фундаментальное решение G, чем функция Gs (нормальное перемещение,
вызванное сдвигом оболочки). Однако возможность эффективно оценивать вклад
сдвиговых деформаций является преимуществом и особенностью рассмотренной
теории оболочек по сравнению с теориями оболочек Тимошенко и Кирхгофа – Лява.

Рис. 3. Фундаментальные решения для тангенциальных перемещений по координате 

Рис. 4. Фундаментальные решения для тангенциальных перемещений по координате z
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Рис. 2. Фундаментальные решения для нормальных перемещений
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Не менее важным с точки зрения практической реализации является существенный
выигрыш в вычислительной эффективности. Проведенный сравнительный анализ
показал, что скорость машинного счета при построении графиков функций нормаль-
ных перемещений от изгиба Gb на 56%, а функций тангенциальных перемещений
U, Uz на 36% больше по сравнению со скоростью построения графиков аналогичных
функций влияния для тонкой упругой анизотропной цилиндрической оболочки Тимо-
шенко, что является заметным преимуществом при решении инженерных задач, тре-
бующих многократных расчетов.

Заключение

Получены и представлены новые фундаментальные решения (функции Грина,
функции влияния) для тонкой неограниченной упругой анизотропной цилиндрической
оболочки постоянной толщины, для которой применены гипотезы Чоу для пластин.

Фундаментальные решения были получены с использованием разложения ис-
комых функций влияния в экспоненциальные ряды Фурье, прямых и обратных инте-
гральных преобразований Лапласа и Фурье.

С целью проверки достоверности новых функций влияния было проведено срав-
нение с фундаментальными решениями для упругой анизотропной цилиндрической
оболочки Тимошенко.

Преимуществами найденных новых фундаментальных решений для тонкой уп-
ругой анизотропной цилиндрической оболочки являются:

1) повышенная скорость вычислений полученных фундаментальных решений
по сравнению со скоростью вычислений для аналогичных функций влияния для
оболочки Тимошенко;

2) возможность оценивать вклад изгибных и сдвиговых составляющих в нор-
мальные перемещения оболочки;

3) возможность исследовать напряженно-деформированное состояние тонких
цилиндрических оболочек, материал которых может быть анизотропным, ортотроп-
ным, трансверсально-изотропным и изотропным, при действии совокупности нестаци-
онарных нагрузок.
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By generalizing T.S. Chow's hypotheses for thin plates to shells, new fundamental solutions
for a thin elastic anisotropic infinite cylindrical shell of constant thickness are constructed.
The shell material possesses symmetry with respect to the tangent plane to its middle surface
at each point. The fundamental solutions are functions of two coordinates and time for the
normal and tangential displacements in response to the action of a concentrated unit load
normal to the shell's middle surface, mathematically described by the Dirac delta function.
The problem formulation includes the equations of motion for an infinite thin anisotropic
cylindrical shell of constant thickness, initial conditions, and conditions for the solution to be
bounded at infinity. The solution of the stated problem is carried out using Laplace and Fourier
integral transforms and the expansion of the sought functions into exponential Fourier series.
For the inverse Laplace transform, the residue theorem is applied; for the inverse Fourier
transform, a numerical method for integrating rapidly oscillating functions is used. The
convergence control of the numerical integration parameters and series was ensured by fulfilling
a relative error criterion with a given accuracy. The practical implementation of the convergence
control for the integration parameters was carried out using the Python programming language.
Verification of the obtained new fundamental solutions was conducted by comparing the
results with those for a thin infinite anisotropic cylindrical Timoshenko shell of constant
thickness. During the numerical studies, an assessment of the contribution of bending and
shear components to the normal displacement was made, and a comparison of the computational
speed of the new fundamental solutions with those for the Timoshenko shell was performed.

Keywords: non-stationary dynamics, anisotropic material, fundamental solutions, Green's
functions, Chow's hypotheses, cylindrical shell.

* The research was carried out within the framework of the Russian Science Foundation,
grant No 25-29-01297, https://rscf.ru/project/25-29-01297/.


