
3 4

УДК 539.4 DOI: 10.32326/1814-9146-2026-88-2-34-44

ЦЕЛЫЕ РАЦИОНАЛЬНЫЕ ГЕМИТРОПНЫЕ
КУБИЧЕСКИЕ ПОЛУИНВАРИАНТЫ СИСТЕМЫ

ДВУХ АСИММЕТРИЧНЫХ ТЕНЗОРОВ ВТОРОГО РАНГА

© 2026 г. Мурашкин Е.В., Радаев Ю.Н
Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН,

Москва, Российская Федерация

evmurashkin@gmail.com, radayev@ipmnet.ru
Поступила в редакцию 13.10.2025

Построены абсолютные инварианты и полуинварианты для системы,
состоящей из одного тензора и одного псевдотензора второго ранга в трех-
мерном пространстве. Приводятся определения индивидуальных и совмест-
ных инвариантов и полуинвариантов. Обсуждаются понятия полного непри-
водимого набора инвариантов и полуинвариантов. Представлены несколько
систем индивидуальных инвариантов и формулы Ньютона, связывающие
их между собой. Обсуждаются понятия полных, неполных и неприводимых
наборов инвариантов. Отмечается важность теоремы Гамильтона – Келли
для минимизации наборов инвариантов с помощью целых рациональных
сизигий. Обсуждается понятие псевдотензора. Вводится понятие псевдоска-
лярной единицы и скалярной функции, вычисляющей алгебраический вес
псевдотензора. Предлагается алгоритм построения полного набора инвари-
антов заданного целого порядка и его последующая ренумерация. Получен
полный неприводимый набор индивидуальных и совместных 9 квадратич-
ных и 28 кубических целых рациональных алгебраических инвариантов и
полуинвариантов для системы из одного тензора и одного псевдотензора
второго ранга. Вычислены целые алгебраические веса полученных псевдо-
инвариантов. Отдельно выделены полуинварианты, чувствительные к
зеркальным отражениям и инверсиям трехмерного объемлющего евклидова
прстранства, таких полуинваринатов оказывается всего 18, среди них 1 ли-
нейный, 3 квадратичных и 14 кубических. Указанный выше набор 37 полу-
инвариантов затем используется для построения кубической энергетической
формы, характеризующейся 37 определяющими скалярами/псевдоска-
лярами (9 линейными и 28 квадратичными) и соответсвующей математиче-
ской модели нелинейного гемитропного микрополярного упругого тела.
Получены определяющие уравнения нелинейного гемитропного микро-
полярного тела, включающие в себя квадратичные поправки.

Ключевые слова: псевдотензор, микрополярный гемитропный конти-
нуум, полуинвариант, определяющий псевдоскаляр, нелинейный микро-
полярный континуум, кубическая энергетическая форма.
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1. Вводные замечания

При построении определяющих соотношений в механике сплошной сре-
ды важную роль играет теория рациональных алгебраических инвариантов [1–7].
С помощью инвариантов и полуинвариантов удатся с относительно небольшими
усилиями строить аппроксимации заданного порядка для энергетических потенциалов,
описывающих силовые и моментные напряжения в микрополярной упругой среде
[8–26], а также обосновывать необходимость включения тех или иных механических
и термомеханических модулей. Такие модули могут оказаться псевдоскалярами с
нечтным алгебраическим весом – это означает, что они меняют знак при зеркальных
отражениях и инверсиях трхмерного пространства. Особенно это актуально при
построении математических моделей гемитропных микрополярных упругих сред. В
подобных случаях наиболее удобно использовать так называемое A-представление
микрополярных энергетических форм [15, 16]. Оно представляет собой линейную
оболочку целых рациональных алгебраических инвариантов (как индивидуальных,
так и совместных) для несимметричного тензора деформаций и градиента поля микро-
поворотов, рассматриваемых относительно гемитропной (полуизотропной) группы
преобразований.

Отправной точкой в теории алгебраических инвариантов служит понятие
индивидуального инварианта (или псевдоинварианта) тензора (псевдотензора) [1].
При этом, если алгебраический вес g инварианта равен нулю, то инвариант назвывают
абсолютным инвариантом, а при g  0 – относительным или псевдоинвариантом, а в
силу гемитропии – полуинвариантом. Следуя монографии [1], инварианты для
аффинора ,s

kA могут быть заданы как следы его степеней:
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С другой стороны, в механике континуума часто используются инварианты вида:
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Квадратные скобки в записи (2) указывают на то, что по индексам внутри них про-
изводится альтернирование (иначе говоря, антисимметризация). Сами же инвариан-
ты из систем (1) и (2) подчиняются соотношениям, известным как формулы Ньюто-
на [1]:
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Что касается совместных инвариантов для набора, включающего несколько
тензоров или псевдотензоров, то они вычисляются как следы от внутренних совмест-
ных произведений входящих в этот набор объектов.

Заметим, что каждая из систем инвариантов (1) и (2) образует бесконечное мно-
жество и притом является полной. В то же время, благодаря теореме Гамильтона  –
Кэли [3], между инвариантами высоких степеней возникают сизигии. Так, в трех-
мерном пространстве любые инварианты степени выше третьей не могут быть
независимыми: они допускают рациональное выражение через инварианты более
низких степеней с помощью указанных сизигий. Отсюда следует понятие неприводи-
мого инварианта системы – такого инварианта, который нельзя представить в виде
целой рациональной функции от каких-либо других инвариантов из той же системы.
Совокупность всех неприводимых инвариантов принято называть полной неприво-
димой системой инвариантов.



3 6

Настоящее исследование ставит своей целью планомерное применение методов
алгебраической теории инвариантов, а именно – использование полученных на их
основе результатов для вывода определяющих соотношений, связывающих силовые
и моментные напряжения в моделях микрополярных упругих сред. В рамках
исследования построен полный неприводимый набор, включающий в себя как инди-
видуальные, так и совместные целые рациональные алгебраические инварианты и
полуинварианты третьей степени (кубические) для системы, состоящей из одного
тензора второго ранга и одного псевдотензора второго ранга. Далее этот набор полу-
инвариантов применяется для трех целей: построения кубической формы энергии
для гемитропного тела, нахождения квадратичных добавок в определяющих
уравнениях и обоснования того, что для описания среды требуется 37 гемитропных
определяющих модулей.

По своей терминологии, системе обозначений, методам и опорным результатам
изложение опирается на более ранние публикации [18, 19, 24–26].

2. Краткие предварительные сведения по псевдотензорной алгебре
и теории целых рациональных алгебраических инвариантов

Сначала изложим базовые понятия, которые потребуются из современной
геометрии и тензорного исчисления [1, 25–29]. В дальнейшем, если из контекста это
не ясно, вес псевдотензора будем указывать сверху от его корневого символа в

квадратных скобках, а ранг – снизу, в круглых скобках. Например, так: .
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у абсолютных тензоров (алгебраический вес – ноль) и у некоторых стандартных
псевдотензоров вес в обозначениях специально отмечать не станем. Ранг тоже во
многих случаях будем опускать – когда он очевиден по смыслу, чтобы не усложнять
запись тензорных уравнений.

Введем скалярную функцию w.g.t  от псевдотензора и припишем этой функции
значение веса псевдотензора. Например, имеем
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Псевдотензор ,
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T  имеющий алгебраический вес g и ранг n, можно привести к

абсолютному тензору того же ранга, используя степени псевдоскалярной единицы.
Соответствующее преобразование выглядит так:
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В рамках настоящей статьи важную роль играет теория целых рациональных
алгебраических инвариантов, подробное изложение которой можно найти в публи-
кациях [1–6].

3. Полуинвариантные следы как целый рациональный базис
инвариантов относительно гемитропной группы

Рассмотрим систему, состоящую из одного тензора и одного псевдотензора ве-
са g (оба – второго ранга). Каждый из них допускает разложение на симметричную



37

и антисимметричную части, то есть запись в виде .,
][][ gg

WBVA   При этом спра-
ведливы формулы:
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Следует отметить, что в моделях гемитропных микрополярных тел [11, 17–19,
24–26] псевдотензору изгиба-кручения могут быть приписаны алгебраические веса:
g = –1, 0, +1.

Опираясь на результаты, полученные в [2, 4, 5, 25, 26], можно построить систему

инвариантов для набора, включающего два симметричных 

][
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g
BA  и два антисим-

метричных 

][
,

g
WV  объекта второго ранга (тензоров или псевдотензоров). В трех-

мерном пространстве полный набор всех совместных и индивидуальных гемитропных
инвариантов такой системы насчитывает 86 неприводимых составляющих [2, 25,
26]. Порядок их следования принят в соответствии с таблицей 2 из [2]:
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Здесь и далее будем опускать операцию внутреннего произведения тензоров, то

есть запись 

][g
BA   сокращается до .

][g
BA  Каждый из инвариантных следов снабжается

индивидуальным уникальным номером 1) –86).
Отметим, что в записи инвариантов и полуинвариантов (3) отсутствуют скобки

под знаком следа. Кроме того, в силу ассоциативности внутреннего произведения
полуинварианты (3) можно вычислить различными способами. Например, для
псевдоинварианта 81) имеем:
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В наборе из 86 псевдоинвариантов (3) только следующие 40 обладают чувст-
вительностью к зеркальным отражениям:

4, 6, 9, 10, 16, 18, 21, 22, 25, 26, 27, 30, 31, 33, 34, 35, 37, 39, 42, 43,
46, 48, 49, 52, 54, 55, 56, 58, 60, 63, 65, 66, 69, 73, 75, 76, 80, 82, 84, 85.
В дальнейшем будем рассматривать только те гемитропные инварианты из набора

(3), чья степень не превышает третью. Всего их оказалось двадцать. Чтобы удобнее
было с ними работать, введем нумерацию, опираясь на следующие правила (в порядке
убывания важности):

1) инварианты располагаются по возрастанию алгебраической степени;
2) при одинаковой степени – по увеличению числа различных сомножителей во

внутреннем произведении;
3) если и это не различает их – в алфавитном порядке.
Здесь главным является первое правило, а каждое следующее применяется только

тогда, когда предыдущее не дает однозначного ответа. В таком случае получим упо-
рядоченный набор инвариантов не выше третьей степени:
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Обратим внимание на то, как сгруппированы элементы в списке (4): первая сте-
пень представлена двумя инвариантами (1 и 2), вторая – шестью (с 3 по 8), третья –
двенадцатью (с 9 по 20).

Алгебраические веса инвариантов и полуинвариантов (4) будут равны:
,0)13t(.g.w)9t(.g.w)5t(.g.w)3t(.g.w)1t(.g.w 

,)19t(.g.w)17t(.g.w)14t(.g.w)12t(.g.w)8t(.g.w)7t(.g.w)2t(.g.w g
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,2)20t(.g.w)18t(.g.w)15t(.g.w)11t(.g.w)6t(.g.w)4t(.g.w g  (5)

.3)16t(.g.w)10t(.g.w g

Из (5) видно, что всего 9 полуинвариантов в (4) имеют алгебраические веса g и
3g, то есть обладают чувствительностью к зеркальным отражениям трехмерного
пространства.

Сначала выберем линейные инварианты из списка (4): 1), 2). Следует заметить,
что полуинвариант 2) чувствителен к зеркальным преобразованиям.

Сформируем затем набор квадратичных инвариантов из приведенного списка
элементов (4). В итоге получим:

.8,7,6,5,4,3;2;21,1 22  (6)
Набор (6) состоит из 9 квадратичных гемитропных инвариантов, используемых

для построения квадратичного потенциала силовых и моментных напряжений
гемитропного микрополярного упругого тела [11, 17–19, 24–26]. Алгебраические
веса в наборе (6) распределяются следующим образом:

,)8(t.g.w)7(t.g.w)21(t.g.w,0)5(t.g.w)3(t.g.w)1t.g.w 2( g
(7)

.2)6(t.g.w)4(t.g.w)2(t.g.w 2 g

Несложно заметить, что чувствительностью к зеркальным отражениям обладают
лишь три полуинварианта: 1.2, 7, 9.

Выпишем далее неприводимую систему кубических инвариантов, представляю-
щих собой совместные произведения инвариантов из списка (4) общей степени 3.
Полный перечень из 28 кубических гемитропных инвариантов принимает вид:

;81,71,61,51,41,31;2;21,21,1 3223 
(8)

.20,19,18,17,16,15,14,13,12,11,10,9;82,72,62,52,42,32 

Алгебраические веса инвариантов и полуинвариантов в наборе (8) будут равны:

,0)13(t.g.w)9(t.g.w)51(t.g.w)31(t.g.w1t.g.w )( 3 

 )52(t.g.w)32(t.g.w)81(t.g.w)71(t.g.w21t.g.w )( 2

,)19(t.g.w)17(t.g.w)14(t.g.w)12(t.g.w g
(9)

 )82(t.g.w)72(t.g.w)61(t.g.w)41(t.g.w)21(t.g.w 2

,2)20(t.g.w)18(t.g.w)15(t.g.w)11(t.g.w g
.3)16(t.g.w)10(t.g.w)62(t.g.w)42(t.g.w2t.g.w )( 3 g

Заметим, что инварианты (8) при учете (9), имеющие алгебраический вес g и
3g, являются полуинвариантами, то есть проявляют чувствительность к зеркальным
отражениям и инверсиям трехмерного пространства. Таких полуинвариантов все-
го 14.

4. Аппроксимация третьей степени энергетической формы
и определяющие уравнения, включающие квадратичные
поправки, гемитропного микрополярного упругого тела

Опираясь на результаты предыдущего раздела статьи, построим систему ин-
дивидуальных и совместных целых рациональных алгебраических инвариантов и
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полуинвариантов симметричных и антисимметричных частей тензора деформа-

ций  и псевдотензора изгиба-кручения .
][g

κ  Для этого следует выполнить замену:

.,

,sym,sym
][][

][][

gg

gg

κWV

κBA

asymasym 

 (10)

Если принять подстановку (10) и опираться на ту систему нумерации инвариантов,
которая была использована в статьях [18, 19, 24, 26], то систему квадратичных
гемитропных инвариантов (6) можно выписать так, как это сделано в [24], а систему
кубических гемитропных инвариантов (8) – в соответствии с [26]. Сами выражения
инвариантных следов здесь не приводятся из-за их громоздкости.

A-представление для кубического приближения потенциала силовых и моментных
напряжений в гемитропном микрополярном упругом теле записывается в компактной
форме. Это представление отвечает системам квадратичных (6) и кубических (8)
инвариантов и полуинвариантов:

,
28

1

3
9

1

2

ca caa a
CCY  



32 I (11)

где введены новые обозначения для определяющих упругих модуле 
a
C2

 
(a = 1,

…, 9) – определяющие модули квадратичного приближения;
a
C3

 (c = 1, …, 28) –

определяющие модули, связанные с кубическими поправками;
a
I2

 (a = 1, …, 9) –
квадратичные инварианты и полуинварианты;

c
3

 (c = 1, …, 28) – кубические

инварианты и полуинварианты. Стоит отметить чувствительность некоторых опре-
деляющих модулей к зеркальным отражениям и инверсиям трехмерного пространства,
что связано с возможностью присвоения нечетного алгебраического веса псевдо-
тензору изгиба-кручения.

Определяющие механические модули (9 + 28 = 37)
a
C2

 (a = 1, …, 9) и c
C3

 (c =
= 1, …, 28), присутствующие в потенциале силовых и моментных напряжений (11),
являются неопределенными коэффициентами в линейной оболочке для неприводимых
наборов квадратичных и кубических инвариантов системы двух асимметричных
тензоров второго ранга в трехмерном пространстве.

Определяющие уравнения для силовых и моментных напряжений, соответствую-
щие гемитропному упругому потенциалу (11), могут быть приняты в асимметричной
псевдотензорной форме:
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Подставив в уравнения (12) выражение для потенциала (11), получим:
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где введены новые обозначения для определяющих упругих модуле 2C
a
  (a = 1, ...,
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Заключение

С целью получения квадратичной аппроксимации определяющих уравнений для
нелинейного гемитропного микрополярного упругого тела найдена полная неприво-
димая система инвариантных и полуинвариантных следов системы двух асимме-
тричных тензоров/псевдотензоров второго ранга. Подводя итог настоящего исследо-
вания, заключаем:

1. Выделен полный неприводимый набор гемитропных алгебраических инва-
риантов и полуинвариантов (квадратичных и кубических) для двух симметричных и
двух антисимметричных объектов второго ранга – тензоров и псевдотензоров; при
этом включены как индивидуальные, так и совместные инварианты.

2. Выделены инварианты нечетного алгебраического веса, заведомо чувствитель-
ные к зеркальным отражениям трехмерного пространства.

3. Вычислены алгебраические веса полученных инвариантов и полуинвариантов.
4. Найденные инварианты и полуинварианты затем используются для построения

кубической энергетической формы и последующего получения псевдотензорной фор-
мы определяющих уравнений, включающих в себя квадратичные поправки.

5. Обоснована необходимость введения как минимум 37 определяющих скаляров/
псевдоскаляров в математическую модель гемитропного микрополярного упругого
тела.
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The present study deals with absolute invariants and semi-invariants for a system comprising
one second-rank tensor and one second-rank pseudotensor in three-dimensional space.
Definitions are provided for individual and joint invariants as well as semi-invariants. The
concepts of a complete irreducible set of invariants and semi-invariants are discussed. Several
systems of individual invariants are presented, along with Newton's formulas that interrelate
them. The notions of complete, incomplete, and irreducible sets of invariants are examined. The
significance of the Cayley – Hamilton theorem for minimizing invariant sets via integral rational
syzygies is emphasized. The concept of a pseudotensor is elucidated. The notions of a pse-
udoscalar unit and a scalar function that computes the algebraic weight of a pseudotensor are
introduced. An algorithm is proposed for constructing a complete set of invariants of a prescribed
integer order, followed by their renumbering. A complete irreducible set of individual and joint
integral rational algebraic invariants and semi-invariants-comprising 9 quadratic and 28 cubic
elements-is obtained for a system consisting of one tensor and one pseudotensor of second
rank. The integral algebraic weights of the resulting pseudo-invariants are computed. Among
these, the semi-invariants sensitive to mirror reflections and inversions of the three-dimensional
ambient Euclidean space are singled out; there are 18 such semi-invariants in total: 1 linear,
3 quadratic, and 14 cubic. The specified set of 37 semi-invariants is subsequently employed to
construct a cubic energetic form characterized by 37 constitutive scalars/pseudoscalars (9 linear
and 28 quadratic) and the corresponding mathematical model of a nonlinear hemitropic micropolar
elastic solid. The constitutive equations of the nonlinear hemitropic micropolar body, incor-
porating quadratic corrections, are derived.

Keywords: pseudotensor, micropolar hemitropic continuum, semi-invariant, constitutive pse-
udoscalar, nonlinear micropolar continuum, cubic energy form.


