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Выполнено моделирование собственных колебаний сжимаемой среды
со свободной поверхностью в жесткой полости методом конечных элемен-
тов. Предложена полная математическая постановка задачи Штурма – Лиу-
вилля на основе смешанного вариационного принципа, в том числе предло-
жены выражения для слагаемых лагранжиана механической системы, учиты-
вающих сжимаемость среды. Введен шестигранный восьмиузловой конеч-
ный элемент объема жидкости и четырехугольный четырехузловой конеч-
ный элемент свободной поверхности жидкости. Подробно изложен процесс
интегрирования слагаемых, учитывающих сжимаемость среды, по введен-
ной топологии конечного элемента объема жидкости с использованием квад-
ратуры Гаусса – Лежандра. Получены выражения для матрицы масс и мат-
рицы жесткости, соответствующие этим слагаемым. Кратко описан процесс
получения выражений для остальных интегралов с использованием квадра-
туры Гаусса – Лежандра, формирующих самостоятельную задачу, не учиты-
вающую сжимаемость среды. Приведено описание численного алгоритма
нахождения частот и форм собственных колебаний. Приведены результаты
численного эксперимента, реализованного на языке программирования C++
в среде Microsoft Visual Studio Community для исходных данных, подготов-
ленных в среде табличного препроцессора Excel с использованием языка
программирования Visual Basic for Application. Проведен краткий анализ
графика зависимости первых трех собственных частот колебаний от скорости
звука в среде. Показана непротиворечивость полученных результатов путем
выполнения предельных переходов при стремлении скорости звука в среде
к нулю и бесконечности. Выполнен краткий анализ третьей формы колебаний
путем сравнения вертикального смещения свободной поверхности и избы-
точного давления на этой поверхности. Сделаны выводы о дальнейших перс-
пективах использования реализованных алгоритмов в практических задачах.

Ключевые слова: сжимаемая жидкость, пространственная постановка,
частотно-модальная задача, метод конечных элементов, смешанный вариа-
ционный принцип.

Введение

Задачи статического деформирования, устойчивости и собственных колебаний
конструкций, содержащих жидкость, в ряде случаев не требуют проведения решения
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в пространственной постановке в силу наличия у рассматриваемой механической
системы осевой симметрии [1–3]. Однако среди задач моделирования осесиммет-
ричных конструкций исключениями могут быть те задачи, в которых граничные ус-
ловия не обладают осевой симметрией [4, 5]. В тяжелом машиностроении распро-
странено применение полостей произвольной формы, содержащих жидкость [6],
что также приводит к необходимости проведения решения именно в пространственной
постановке.

В настоящей статье описан способ учета сжимаемости жидкой фазы в пространст-
венной полости при проведении частотно-модального анализа методом конечных
элементов. Сжимаемость характеризуется величиной избыточного давления, как и
в ряде других статей по теме [7–10]. В отличие от статьи [11], в [12, 13] значительное
внимание уделено явлению волнообразования на свободной поверхности.

Условия связи степеней свободы конечно-элементной модели сформулированы
с использованием смешанного вариационного принципа и применяются в задачах
механики сплошных сред, решаемых методом конечных элементов [14–17]. Соответ-
ствующие слагаемые функционала Лагранжа получены из интегралов движения жид-
кости [18, 19] аналогично тому, как это изложено в [20]. Численные алгоритмы реа-
лизованы на основании статьи [21].

Постановка задачи

На рис. 1 изображена полость формы в виде прямоугольного параллелепипеда,
частично заполненная жидкостью, и прямоугольная система координат. Введены
обозначения геометрических многообразий: Q – объем жидкости,  – свободная
поверхность жидкости. Боковые стенки и дно полости жесткие, их поведение не
рассматривается.

Введены обозначения степеней свободы, относительно которых проводится ре-
шение: – потенциал смещений точек объема жидкости, p – приращение давления
в объеме жидкости в возмущенном движении, – нормальное смещение точек сво-
бодной поверхности жидкости.

Жидкость представлена сплошной средой, сжимаемость учитывается, вязкость
не учитывается. Принимается, что движение жидкости подчиняется гипотезе
сплошности, а смещения ее свободной поверхности малы по сравнению с габаритами
полости. Как было отмечено при введении степеней свободы, движение жидкости
потенциально. Механическая система находится в однородном гравитационном поле
интенсивностью G–, ортогональном поверхности  в невозмущенном состоянии.

Рис. 1. Полость с жидкостью в декартовой системе координат
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В настоящей статье применение вариационного принципа смешанного типа
основано на выражении функционала Лагранжа:

,ppQ VVTTTL   (1)

где TQ – кинетическая энергия объема жидкости, T и Tp – кинематические условия
связи степени свободы  со степенями свободы  и p соответственно, V – потен-
циальная энергия волнообразования на свободной поверхности, Vp – потенциальная
энергия сжатия объема жидкости.

Выражения для описанных слагаемых имеют вид:
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где  – плотность жидкости, c – скорость звука в жидкости.
Функционал Гамильтона исследуемой механической системы имеет вид:

.
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Условие стационарности гамильтониана (7) задает замкнутую постановку задачи
Штурма – Лиувилля относительно введенных степеней свободы. Система дифферен-
циальных уравнений в частных производных, соответствующая такой задаче, имеет
вид:
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Далее приведены основные выкладки относительно интегрирования представ-
ленных слагаемых лагранжиана.

Интеграл потенциальной энергии сжатия объема жидкости

Объем жидкости Q моделируется множеством шестигранных восьмиузловых
конечных элементов, все дальнейшие рассуждения касаются одного конечного
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элемента. Интегрирование проведено для общего случая геометрии (выпуклый шести-
гранник), применяется переход к нормализованным изопараметрическим коорди-
натам, как показано на рис. 2.

Каждому узлу элемента соответствует одна степень свободы  и одна степень
свободы p. Преобразование координат для этих степеней свободы может быть пред-
ставлено таким образом (для пространственных координат – аналогично):
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Подынтегральное выражение при использовании такого подхода принимает вид:
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Применяя условия постоянства плотности и скорости звука по объему среды,
можно перейти к выражению:

Рис. 2. Переход к нормализованным координатам конечного элемента объема жидкости
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где det J – якобиан преобразования координат.
Интеграл находится численно с использованием квадратуры Гаусса – Лежандра

[16] с двумя точками по каждой нормализованной координате:
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где Hi, Hj, Hk – весовые коэффициенты, a – координата точки Гаусса.
Матрица Якоби может быть представлена в виде:
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где введенные коэффициенты вычисляются так (аналогично для y и z):
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Исходя из выражения для Vp, можно найти матрицу жесткости сжатия жидкости
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где Kp – искомая матрица:
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Интеграл условия связи потенциала смещений
и приращения давления

Методика взятия интеграла Tp аналогична изложенной в предыдущем пункте,
принципиальное отличие заключается лишь в размерности получающейся матрицы
масс в силу вида подынтегрального выражения:
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Выражение для интеграла связи координат запишется в виде:
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Выражение для матрицы масс, соответствующей этому интегралу:
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где 88 – нулевая матрица, F – матрица из формулы (12).

Интегралы несжимаемой среды

Выражение лагранжиана, включающее в себя только оставшиеся слагаемые,
может формировать самостоятельную задачу (полностью аналогичную рассматри-
ваемой, но не учитывающей сжимаемость жидкости):

.  VTTL Q (22)

Кинетическая энергия объема жидкости интегрируется по той же топологии ко-
нечного элемента, какая была представлена в предыдущих пунктах:
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Частная производная по времени от градиента потенциала смещения может быть
представлена в виде:
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где все введенные коэффициенты представляются аналогично формуле (15).
Выражения связи координат и потенциальной энергии волнообразования

интегрируются по поверхности , представленной совокупностью четырехугольных
четырехузловых конечных элементов. Переход к нормализованным изопараметри-
ческим координатам для такого элемента представлен на рис. 3.

Рис. 3. Переход к нормализованным координатам
для конечного элемента свободной поверхности
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Методика интегрирования по такой топологии аналогична представленной для
восьмиузлового элемента, поэтому, опуская промежуточные выкладки, окончатель-
ные выражения запишем в виде:
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Алгоритм численного решения задачи

Для решения поставленной задачи методом конечных элементов следует составить
глобальный вектор степеней свободы q  и глобальные матрицы масс M и жесткостей
K путем ассемблирования локальных матриц, полученных в предыдущих пунктах.
Постановка частотно-модальной задачи относительно собственной частоты колеба-
ний  имеет известный вид:

.0)( 2  qMK (27)
Для нахождения собственных частот применяется метод последовательностей

Штурма [21], для этого к матрице системы линейных алгебраических уравнений (26)
применяется модифицированное разложение Холецкого. Собственные формы
находятся методом обратной итерации [21].

Численный эксперимент

Был проведен ряд решений для следующих исходных данных: плотность жидкости
 = 1000 кг/м3; габариты части полости, заполненной жидкостью, 2ax = 3 м, 2ay =
= 2 м, az = 1 м; интенсивность гравитационного поля G = 9,81 м/с2; скорость звука
в жидкости c варьировалась от 0,0001c0 до 0,01c0, где c0 = 1440 м/с. Регулярная ко-
нечно-элементная сетка состояла из 16, 11 и 6 узлов по координатам Ox, Oy и Oz
соответственно.

На рис. 4 представлены графики зависимостей первых трех частот собственных
колебаний для различных вариантов значения c. Штриховыми линиями показаны
значения собственных частот для несжимаемой среды (то есть при бесконечно боль-
шом c), соответствующие упрощенной постановке задачи.

Рис. 4. Графики зависимостей первых трех частот собственных колебаний
от скорости звука в среде (числами обозначены тоны колебаний)
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Как можно заметить, значения собственных частот асимптотически сходятся к
значениям для несжимаемой среды при увеличении c, сходимость монотонная. Такие
результаты закономерны, так как при стремящемся к бесконечности c слагаемые ла-
гранжиана Tp и Vp, согласно формулам (4) и (6), стремятся к нулю и постановка ста-
новится эквивалентна упрощенной, не учитывающей сжимаемость жидкости. При
стремлении c к нулю частоты собственных колебаний стремятся к нулю – это также
ожидаемо, так как при бесконечно малой жесткости конструкции частоты собственных
колебаний бесконечно малы.

Для варианта c = 0,01c0 на рис. 5 представлена третья форма собственных ко-
лебаний – графики зависимостей вертикального смещения свободной поверхнос-
ти и избыточного давления на свободной поверхности соответственно от координат
x и y. Как можно заметить, графики совпадают с точностью до постоянного множите-
ля G. Это согласуется с утверждением из [20], что при учете сжимаемости среды
избыточное давление в каждой точке свободной поверхности равняется гидростати-
ческому давлению при значении высоты, равном вертикальному смещению в этой
точке.

Заключение

Предложенная математическая модель сжимаемой среды характеризуется ла-
коничной и в то же время строгой постановкой. Следствием этого являются непроти-
воречивые результаты проведенного численного эксперимента как для собственных
частот при стремлении к нулю и бесконечности, так и для собственной формы на
примере третьего тона колебаний. Представлены графики собственной формы третьей
формы колебаний, так как первая и вторая соответствуют одной полуволне на сво-
бодной поверхности вдоль координаты x и y соответственно и могут быть найдены в
двумерной постановке в отличие от третьей, соответствующей одной полуволне в
каждом из двух направлений.

Использованный алгоритм в может быть применен для прочностного анализа
конструкций тяжелого машиностроения, требующих пространственной постановки.
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Kurakin V.V., Grigor'ev V.G.

Moscow Aviation Institute (National Research University), Moscow, Russian Federation

curackin.vlad@yandex.ru
Received by the Editor 2025/10/05

The finite element method is used to simulate natural oscillations of a compressible fluid with
a free surface in a rigid cavity. A brief review of the literature on the topic is performed, and the
relevance of the study is substantiated. A complete mathematical formulation of the Sturm –
Liouville problem is proposed based on the mixed variational principle, including expressions
for the terms of the Lagrangian of a mechanical system that take into account the compressibility
of the fluid. A hexagonal eight-node finite element of the liquid volume and a quadrangular
four-node finite element of the free surface of the liquid are injected. The process of integrating
the terms that take into account the compressibility of the medium over the introduced topology
of the finite element of the liquid volume using the Gauss – Legendre quadrature is described in
detail. Expressions for the mass matrix and the stiffness matrix corresponding to these terms are
obtained. The process of obtaining expressions for the remaining integrals using the Gauss –
Legendre quadrature, which form an independent problem that does not take into account the
compressibility of the fluid, is briefly described. A description of the numerical algorithm for
finding the frequencies and forms of natural oscillations is given. The results of a numerical
experiment implemented in the C++ programming language in the Microsoft Visual Studio
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Community environment are presented for the initial data prepared in the Excel table preprocessor
environment using the Visual Basic for Application programming language. A brief analysis of
the graph of the dependence of the first three natural oscillation frequencies on the speed of
sound in the fluidis performed. The consistency of the results obtained by performing limit
transitions as the speed of sound in the liquid tends to zero and infinity is shown. A brief
analysis of the third oscillation form is performed by comparing the vertical displacement of the
free surface and the excess pressure on this surface. Conclusions are made about the further
prospects for using the implemented algorithms in practical problems.

Keywords: compressible fluid, three-dimensional setting of the problem, eigenvalue problem,
finite element method, mixed variation principle.


