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Одним из ключевых уравнений моделей металлов и их сплавов, создан-
ных на базе физических теорий пластичности, является уравнение Хатчин-
сона для определения скоростей сдвига по системам скольжения. Исследо-
вано влияние значения степенного параметра, входящего в уравнение Хат-
чинсона, на результаты, получаемые в двухуровневой статистической моде-
ли металла с гранецентрированной кубической решеткой. Полагалось, что
скалярный множитель (префактор) в уравнении Хатчинсона пропорцио-
нален интенсивности скорости деформации. Использовалась формулировка
закона упрочнения, опирающаяся на представления о постепенном увели-
чении плотности дефектов, препятствующих движению дислокаций до тех
пор, пока не будет достигнуто состояние, при котором процессы аннигиля-
ции и воспроизводства дислокаций не уравновесят друг друга. Показано,
что при численной устойчивости расчетов степенной параметр практически
не влияет на отклик, поэтому его можно задавать, руководствуясь лишь тре-
бованием обеспечения устойчивости расчетов. Проведено исследование
условий для обеспечения устойчивости численной реализации модели, уста-
новлено существование некоторого критического значения показателя сте-
пени, при котором нарушается устойчивость численной реализации при
использовании явной схемы интегрирования Эйлера. Выявлено наличие за-
висимости этого критического значения от шага интегрирования и ряда па-
раметров модели (критического напряжения, модулей сдвига, скорости дефор-
мации). В предположении об активности единственной системы скольжения
и об отсутствии ротаций для схемы Эйлера получена теоретическая оценка
критического значения показателя степени в законе Хатчинсона, удовлетво-
рительно согласующаяся с результатами вычислительных экспериментов.

Ключевые слова: физические теории пластичности, многоуровневые мо-
дели материалов, упруговязкопластичность, уравнение Хатчинсона, устой-
чивость.
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Введение

В последние десятилетия активно развивается многоуровневый подход к созданию
конститутивных моделей (КМ) металлов и их сплавов [1–4]. Вводится несколько
масштабных уровней, связанных со строением материала (уровень отдельного зерна,
представительного объема (ПО) зерен и т.д.), на каждом из которых используются
внутренние переменные (ВП) [5, 6], отражающие особенности структуры (например,
текстуру), и формулируются уравнения для их эволюции, явно учитывающие лежащие
в ее основе физические механизмы. Ключевым механизмом реализации неупругого
деформирования является внутризеренное дислокационное скольжение (ВДС).

Одним из типовых уравнений, входящих практически в любую многоуровневую
КМ на базе физических теорий пластичности (ФТП) [3, 7, 8], является соотношение
Хатчинсона [9, 10] для определения скоростей сдвигов по системам скольжения:
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на k-й системе скольжения (СС) соответственно; H() – функция Хевисайда. Авто-
рами в статьях [11, 12] было показано, что для физически прозрачного учета скорости
деформации (СД) в общем случае, когда СД может меняться в процессе нагружения,
перспективно принять параметр 0  в (1) (точнее при таком подходе называть егоо
переменной) равным интенсивности девиатора тензора скорости деформаций di [13].
Здесь, как это сделано, например, в [14–17], ;:3/2 devdev ddid ;3/)( Iddd spdev 

)(dsp  – след тензора d; I – единичный тензор; d = (I + IT)/2; I = (v)T – транспо-
нированный градиент скорости перемещений. При этом скоростная чувствительность
полностью закладывается в соотношения для упрочнения/разупрочнения, а базовая
постановка описывает нечувствительный к СД материал [4]. Это делает возможным
физически обоснованное описание изменения скоростной чувствительности матери-
ала в процессе деформирования, связи скоростной чувствительности материала и
температуры, поскольку в противном случае при id0  реализуемые на системах
скольжения касательные напряжения могут существенно отличаться от критических,
что приводит к потере критическими напряжениями физического смысла напряжения,
при котором реализуется ВДС [11, 12]. Однако при таком подходе возникает вопрос
о выборе значения параметра m. Поэтому представляется актуальным детальное иссле-
дование влияния значения m на отклик материала и численную реализацию именно
при выборе параметра ,0 id  которому посвящена настоящая статья.

1. Описание конститутивной модели

Ключевыми, определяющими поведение и диапазон применимости для много-
уровневой КМ на базе ФТП (подробней ознакомиться можно, например, в [3]), яв-
ляются уравнения мезоуровня – уровня отдельного кристаллита (зерна). Определя-
ющим соотношением на этом уровне является закон Гука:
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где corκ  – коротационная производная тензора напряжений Кирхгофа мезоуровня;
ω  – спин подвижной системы координат отдельного кристаллита [3]; corп  – тензорор
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упругих свойств кристаллита, компоненты которого постоянны в базисе подвижной
системы координат кристаллита; ωvz  Tˆ  – мера скорости деформаций; zin –
неупругая составляющая транспонированного градиента скорости перемещений. Для
определения неупругой составляющей меры скорости деформации используется
уравнение
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где K – число СС; 
)()()( ,, kkk nb  – скорость сдвига, единичный вектор Бюргерса и

направление экстраплоскости для k-й СС. Скорости сдвигов при этом определяются
согласно вязкопластическому соотношению (1). Касательные напряжения опреде-
ляются согласно соотношению:

....,,1,: )()()( Kkkkk  nbκ (4)
Исследователями предложено большое количество эволюционных уравнений

(ЭУ) для критических напряжений, учитывающих различные механизмы упрочнения
и разупрочнения (влияние границ зерен, дислокаций леса, аннигиляции дислокаций,
двойникования и др.). Обзор этих уравнений можно найти, в частности, в [3]. В на-
стоящей статье использовался простой закон [18] в приближении одинакового уп-
рочнения по различным СС:
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где A, a, sat – параметры модели.
Уравнения мезомасштабного уровня дополняются начальными условиями:
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где 0
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00 ,,, oκ kk
c   – начальные значения тензора напряжений, критических напря-

жений сдвига, накопленного сдвига, ориентации подвижной системы координат со-
ответственно.

Отметим, что в систему уравнений (1)–(6) входит 6 параметров (A, a, sat, п1111,
п1122, п1212), которые должны быть однозначно определены для проведения вычис-
лительных экспериментов. Для их определения могут быть либо использованы данные
о микроструктурных исследованиях и о диаграммах нагружения для монокристал-
лов (например, в опытах на монокристаллах определимы компоненты ,)(corп  а на-
чальные ориентации o0 определимы, например, по данным о дифракции отраженных
электронов с помощью EBSD (Electron Backscattered Diffraction) анализа), либо ис-
пользованы диаграммы нагружения для обычных поликристаллических образцов
(алгоритм описан подробнее в [19], для определения ряда параметров мезоуровня
сравнение только с данными макроэкспериментов используется в [14, 17] и многих
других публикациях). Зачастую используется комбинация указанных способов. Па-
раметры модели (1)–(6), характерные для алюминия, взяты из [12].
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2. О влиянии степенного параметра m
на скоростную чувствительность при выборе параметра id 0

Рассмотрим для определенности случай квазиодноосного растяжения монокрис-
талла со случайно выбранной ориентировкой с использованием модели (1)–(6) при
отсутствии ротаций. В этом случае нагружение задается кинематически – постоянным
тензором скорости деформации ),(5,0 332211 kkkkkkL    где   – предписан-
ная СД, ki – ортонормированный базис неподвижной лабораторной системы коор-
динат [20, 21]. Значения параметров КМ приведены в таблице 1 и соответствуют
алюминию.

Таблица 1
Значения параметров КМ

Параметр A a  sat п1111 п1122 п1212

Значение 180 МПа 2,25 40 МПа 106,8 ГПа 60,4 ГПа 28,3 ГПа

Результаты моделирования при различных m и СД, полученные при исполь-
зовании для интегрирования системы (1)–(6) явной схемы Эйлера с шагами 10–6 и
10–2 с для скоростей 10 и 0,001 с–1 соответственно, приведены на рис. 1.

Можно видеть, что при значении m, равном 0,25, при изменении СД на 4 порядка
отклик практически не изменился. Существенное изменение m (увеличение в 100
раз) привело к изменению отклика (то есть интенсивности напряжения) для той же
СД на величину, не превышающую 0,102 МПа (0,12% от уровня напряжений).
Отметим, что такая же близость отклика при указанном выборе параметров модели
и расчетной схемы получена в расчетах и для всех других видов нагружений и на-
чальных ориентировок кристаллита. Таким образом, можно сделать выводы, что
при принятии id 0  в рамках соотношения Хатчинсона (1):

1) параметр m практически не влияет на скоростную чувствительность материала;
2) параметр m нельзя подбирать только на основе критерия близости расчетных

и экспериментальных данных, как это делается, к примеру, для параметров упрочне-
ния [19], поскольку существенное изменение m практически не меняет отклик модели.

Было выявлено, однако, что выбранное значение m может влиять на устойчивость
численного решения на уровне отдельных кристаллитов в зависимости от их ориенти-
ровки [12].
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m = 0,25, СД = 0,001 с–1

Рис. 1. Диаграммы нагружения при квазиодноосном растяжении
в случае выбора разных m и СД при .0 = di

m = 0,25, СД = 10 с–1

m = 10, СД = 10 с–1

m = 0,10, СД = 10 с–1
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Таким образом, при численной устойчивости расчетов параметр m практически
не влияет на отклик, однако для определения ограничений на m может быть привлечено
требование обеспечения устойчивости численных результатов, получаемых для конс-
титутивной модели.

3. О влиянии m при id 0  на неустойчивость
при моделировании квазиодноосного растяжения
отдельного кристаллита

Для заданной траектории нагружения, ориентации кристаллита, параметров мо-
дели и шага интегрирования при значениях параметра m ниже некоторого критического
значения mcrit можно получить некорректное численное решение: начиная с некоторого
момента времени t, интенсивность напряжений будет превышать физически допус-
тимое значение. Введем соответствующее определение критического значения пара-
метра m:

,),,,,(:0|max }{ ))(( Mtmttttmm  XLинтcritcritcrit (7)

где X – вектор всех, кроме m, параметров модели; t – время; t – величина шага по
времени; L – предписанный транспонированный градиент скорости перемещений;
int – численно полученная интенсивность напряжений; M – параметр, равный удвоен-
ному пределу прочности на макроуровне.

Рассмотрим далее связь mcrit с параметрами модели (связанными со свойствами
конкретного материала), параметрами воздействий (условий нагружения)и парамет-
рами численной реализации (шагом интегрирования). Вычислительные эксперимен-
ты проводились для квазиодноосного растяжения [20, 21] со скоростью деформа-
ции 10 с–1.

Обнаружено, что mcrit увеличивается с ростом модуля сдвига либо уменьшением
критического напряжения (рис. 2).

В качестве виртуального тестового примера упругие модули, соответствующие
алюминию, были уменьшены в 2 раза; можно видеть существенное изменение крити-
ческого m. Увеличение mcrit можно трактовать как понижение уровня устойчивости
КМ (при одинаковом шаге интегрирования), которое выглядит логичным при увели-
чении модуля сдвига (за счет более резкой релаксации напряжений за шаг интегриро-
вания) и при уменьшении критического напряжения (при выходе на пластичность
отношение касательного напряжения к критическому, возводимое в (1) в степень,
будет больше).

Для выявления основы описанных выше зависимостей рассмотрим упрощенно

Рис. 2. Зависимости mcrit от  при различных критических напряжениях и упругих модулях
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первые шаги алгоритма реализации модели в случае использования схемы Эйлера,
если задействована только одна система скольжения, нет ротаций и упрочнения.

Когда напряжения максимально приближаются к пределу текучести, но не
превышают его, следующий шаг приводит к превышению касательными напряже-
ниями критических значений на величину , максимальный размер которой можно
оценить как G, где G – модуль сдвига по СС. Тогда в соответствии с формулами
(1)–(4) скорость сдвига и касательное напряжение на последующем шаге с учетом
связи скорости деформации с шагами по времени и деформации  t  определя-
ются соотношениями:

,1
/1 m

c
ttt

G











 

  )(  tGGtG cttt

.1211
/1/1 m

c
c

m

c
c

GGGGGG 




































Нарушение расчета произойдет, когда вследствие неудачной комбинации пара-
метров модели и шага интегрирования (параметра численной реализации) будет по-
лучено нефизичное значение t +t < –c, то есть произойдет избыточная релаксация
напряжений. Отсюда получим оценку mcrit:
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На рис. 3 изображены значения mcrit для различных c. При проведении расчетов
учитывалось, что при чрезмерно большом шаге  = c /G, обеспечивающем превы-
шение касательными напряжениями критических вдвое, расчет нарушается при лю-
бых m, что определило диапазон для проведения вычислительных экспериментов.

Можно видеть, что оценка (8) качественно корректно описывает получаемые в
расчетах зависимости (см. рис. 3). Кроме того, из (8) следует, что mcrit зависит от
отношения c /G, а не от этих величин по отдельности. Как показано на рис. 2, эта
закономерность наблюдается и для полученных в ходе вычислительных экспериментов
значений. Таким образом, представляются корректными предложенный выше ме-
ханизм развития вычислительной неустойчивости, а также привлечение оценки (8)
к определению допустимого диапазона значений для m. Подчеркнем, что при этом
для идентификации m могут применяться и другие методы, (8) может только опре-

0                       2                      4                     6                 

c = 10 МПа, вычислительный
                     эксперимент

0,2

mcrit

0,4
0,6

0,8
1,0 c = 20 МПа, вычислительный

                      эксперимент
c = 10 МПа, оценка (8)

c = 20 МПа, оценка (8)

Рис. 3. Оценка (8) и значения mcrit , полученные в вычислительном эксперименте
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делять допустимый рассматриваемый диапазон для этих методов. Отметим также,
что аналог (8) может быть построен и для более точных, чем схема Эйлера, методов
решения системы (1)–(6).

Заключение

Исследовано влияние параметра m в вязкопластическом степенном соотношении
Хатчинсона для определения скоростей сдвигов на отклик, описываемый двухуров-
невой статистической КМ, при выборе нормировочного множителя в этом соотно-
шении равным интенсивности СД. Показано, что при выборе id 0  параметр m пе-
рестает выступать регулятором скоростной чувствительности и не может быть опре-
делен только по результатам сравнения расчетных и экспериментальных данных в
силу близости диаграмм нагружения, вычисленных для существенно различных m.
Выявлено, что m влияет на устойчивость численной реализации КМ, исследовано
влияние параметров численной реализации и других параметров КМ на область не-
устойчивости. Получена теоретическая оценка значения m, критического для устойчи-
вости численного решения при использовании явной схемы Эйлера интегрирования
обыкновенных дифференциальных уравнений.
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Currently, constitutive models of metals and their alloys, created within the framework of a
multi-level approach based on crystal plasticity, are widely used. One of the key equations of
models of this class is the Hutchinson equation for determining shear rates on slip systems. In
this paper, the power parameter influence on the results obtained using a face-centered
cubicmetal two-level statistical model was investigated. It was assumed that the scalar factor
(prefactor) in the Hutchinson equation is proportional to the intensity of the strain rate. The
popular formulation of the hardening law was used, based on the concept of a gradual increase
in the density of defects (mainly forest dislocations) that impede the movement of dislocations,
until a state is reached in which the processes of annihilation and reproduction of dislocations
balance each other. It is shown that with numerical stability of calculations, the power parameter
has virtually no effect on the response, so it can be set arbitrarily, only requiring that the
calculations stability be ensured. A study of the conditions for ensuring the numerical
implementation stability of the model was conducted, and the existence of a certain critical
value of the exponent was established, at which the stability of the numerical implementation
is violated when using the explicit Euler integration scheme. It was found that this critical value
depends on the integration step and a number of model parameters (critical stress, shear
moduli). Assuming that only one slip system is active and there are not rotations, a theoretical
estimate of the exponent in Hutchinson's law critical value is obtained for the Euler scheme,
which is in satisfactory agreement with the computational experiments results.

Keywords: crystal plasticity, multilevel material models, elastic-viscoplasticity, Hutchinson
equation, numerical stability.


