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Исследуется задача о поведении равновесий сжатой упругой пологой
прямоугольной в плане круговой цилиндрической оболочки. Оболочка нахо-
дится под действием внутренних напряжений, которые вызваны полями не-
прерывно распределенных краевых дислокаций и клиновых дисклинаций.
Сжимающая нагрузка равномерно распределена по криволинейным краям
оболочки и действует параллельно образующей цилиндра. Рассмотрены
граничные условия свободного защемления или шарнирного опирания кра-
ев оболочки. Получены нелинейные уравнения равновесия типа Кармана,
при этом в правой части уравнения совместности деформаций появляется
скалярная функция, которая называется функцией несовместности и зависит
от плотности дислокаций и дисклинаций. Установлено, что при наличии ис-
точников напряжений решением системы уравнений является вектор-функ-
ция, компонентами которой являются прогиб и функция напряжений. Рас-
сматривается также задача о слабом изгибе сжатой пологой оболочки с дис-
локациями и дисклинациями, которая решается разностным методом. В
случае отсутствия полей дислокаций и дисклинаций нелинейная задача имеет
тривиальное решение и после линеаризации возникает задача на собственные
значения, которая определяет критические нагрузки потери устойчивости
сжатой оболочки. Для решения проблемы собственных значений приме-
няется вариационный метод в сочетании с разностным методом. Приведены
результаты численных расчетов нескольких первых критических значений
сжимающей нагрузки и построены графики компонентов соответствующих
собственных вектор-функций. Для линейной задачи о равновесии сжатой
оболочки с дислокациями и дисклинациями также приведены результаты
численных расчетов и графики компонентов вектор-функций для заданных
значений сжимающей нагрузки и функции несовместности.

Ключевые слова: упругая круговая пологая цилиндрическая оболочка,
дислокации и дисклинации, критическая нагрузка.

Введение

Система уравнений равновесия для гибкой пластины с дислокациями и дискли-
нациями получена в статье Л.М. Зубова [1] в виде модификации уравнений Кармана.
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В этой статье исследована задача о выпучивании мембраны под действием внутренних
напряжений, вызванных наличием дефектов. В статье [2] исследованы бесконечно
малые деформации для пластины из гиперупругих материалов с неоднородно распре-
деленными напряжениями. В [3] применяется классическая модель Кирхгофа – Лява
для исследования напряженного состояния тонкой линейно-упругой оболочки с
изолированными и непрерывно распределенными дислокациями и дисклинациями,
решены задачи для замкнутой сферической оболочки с дислокациями и дисклина-
циями. Публикация [4] посвящена исследованию изгиба трехслойной пластины под
действием поверхностных и межфазных явлений с применением теории сдвиговой
деформации пластины первого порядка и модели поверхностных напряжений Гурти-
на – Мердока. В [5] обсуждаются проблемы собственных напряжений, которые выз-
ваны распределенными дислокациями и дисклинациями в полой твердой сфере из
линейно-упругого изотропного микрополярного материала, а в [6] исследована задача
о собственных напряжениях, которые вызваны распределенными краевыми и винто-
выми дислокациями в полой нелинейно-упругой сфере. В статье [7] исследуются
уравнения несовместности деформаций для нелинейных оболочек Кирхгофа – Лява
и обсуждаются источники неоднородности, которые возникают из-за распределения
топологических дефектов, таких как дислокации и дисклинации, и метрических ано-
малий, таких как точечные дефекты, термические деформации и биологический рост.
В [8] исследуется потеря устойчивости и послекритическое поведение упругой плас-
тины с дислокациями и дисклинациями под действием неравномерно распределенных
по краям сжимающих усилий. Задача о ветвлении равновесий решается с помощью
метода Ляпунова – Шмидта. Установлено, что при четных формах функции несов-
местности и четных формах распределения по краям сжимающих усилий наличие
малой нормальной нагрузки не снижает несущую способность пластины. В [9] ре-
шается задача о потере устойчивости продольно сжатой удлиненной упругой прямо-
угольной пластины со свободными краями, содержащей источники внутренних
напряжений в виде дислокаций и дисклинаций, лежащей на упругом основании.
Критическая нагрузка, прогиб и функция напряжений ищутся в виде разложений по
малому параметру, в качестве которого используется относительная ширина пластины.
Для вычисления главных членов разложений критической нагрузки и прогиба по
малому параметру получено уравнение равновесия сжатой балки на упругом
основании. В [10] рассмотрена задача определения критических нагрузок прямо-
угольной ортотропной пластины на упругом основании, на которую действует сжи-
мающее давление в двух направлениях параллельно сторонам прямоугольника
равномерно распределенными по краям усилиями. Исследуется влияние величины
сжимающей нагрузки вдоль одного направления на критическое значение сжимающей
нагрузки вдоль другого направления. Если значение сжимающей нагрузки вдоль
одного направления растет, то снижается критическое значение потери устойчивости
вдоль другого направления. В [11] построена теория, которая описывает нелинейное
деформирование упругих оболочек Коссера с непрерывно распределенными дис-
локациями и дисклинациями. В статье [12] исследуются установившиеся колебания
предварительно напряженной неоднородной круглой упругой пластины. Рассматри-
вается осесимметричная постановка задачи в двух вариантах: вариационная и слабая.
Для случая свободных колебаний шарнирно опертой по контуру пластины показано,
что задача на собственные значения является самосопряженной и вполне опреде-
ленной. В статье [13] для задачи о равновесии нормально нагруженной упругой по-
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логой прямоугольной в плане круговой цилиндрической оболочки с дислокациями
и дисклинациями построена система нелинейных уравнений равновесия на основе
модифицированной системы нелинейных уравнений Кармана для гибкой пластинки
с дислокациями и дислинациями [1]. Для случая малых значений нормальной
нагрузки и малых значений функции несовместности с помощью линеаризации
построена линейная система уравнений равновесия. Рассмотрен пример применения
метода Ньютона – Канторовича для решения нелинейной системы уравнений Кармана.
В статье [14] cформулирована осесимметричная задача определения верхней
(кинематической) границы несущей способности сферических пологих оболочек
кольцевой в плане формы, внутренние отверстия которых закрыты жесткими встав-
ками. Пластическое течение в фазах композиции определяется кусочно-линейными
условиями текучести. Продемонстрировано, что с увеличением стрелы подъема по-
логой оболочки ее несущая способность более чем вдвое возрастает по сравнению
с пластиной той же геометрии в плане и той же толщины.

В настоящей статье рассматривается задача об изгибе сжатой упругой пологой
прямоугольной в плане круговой цилиндрической оболочки. Сжимающая нагрузка
действует параллельно прямолинейным краям и равномерно распределена по
криволинейным краям. Оболочка находится под действием внутренних напряжений,
источниками которых являются поля непрерывно распределенных дислокаций и
дисклинаций. Рассматриваются краевые условия шарнирного опирания и свободного
защемления краев.

1. Постановка задачи

Пусть пологая круговая цилиндрическая прямоугольная в плане упругая оболочка
находится под действием равномерно распределенных по криволинейным краям
усилий P, действующих параллельно прямолинейным краям, а также испытывает
внутренние напряжения, которые вызваны непрерывными полями краевых дислокаций
и клиновых дисклинаций. Тогда систему уравнений равновесия оболочки можно
записать в виде уравнений [13], которые следуют из модификации системы уравнений
Кармана [15–17] для гибкой пластинки с дислокациями и дисклинациями [1]:
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где  – оператор Лапласа; [F, W ] = FXXWYY – 2FXYWXY + FYYWXX ; (X, Y ) – скалярная
функция, которая выражает меру несовместности и зависит от плотности дислокаций
и дисклинаций;  > 0 – числовой коэффициент; W(X,Y ) – прогиб; F(X, Y ) – функция
напряжений; X, Y  – прямоугольные координаты с началом в центре пластины; E –
модуль Юнга;  – коэффициент Пуассона; h – толщина оболочки; D – цилиндрическая
жесткость; R – радиус кривизны оболочки по оси Y.

Рассмотрим краевые условия свободного защемления или подвижно шарнирного
опирания краев оболочки:
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Будем считать, что функция прогиба W(X, Y ) удовлетворяет условиям 1) или 2) в
(2), сжимающая нагрузка P равномерно распределена по краям X = ±a.

Чтобы перейти к задаче с однородными краевыми условиями, введем замену
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F =  – PY 2/2. Тогда функция  удовлетворяет условиям XY = YY = 0 при |X | =
= a, XY = XX = 0 при |Y | = b. Учитывая, что эти условия эквивалентны более про-
стым условиям  = X = 0 при |X | = a и  = Y = 0 при |Y | = b, применим для
перехода к безразмерным переменным формулы: X = ax, Y = ay, D = Eh3/2, 2 =
= 12(1 – 2), W(X, X ) = w(x, y)h/, (X, Y ) = Df (x, y), P = Dp/a2, R = ra2/h,  =

./ )( 422 ah   Тогда из (1), (2) получим систему нелинейных уравнений с краевыми
условиями в области  = {(x, y) : |x | < 1, |y | < b/a}:

,2/],[/,0],[/ 22  wwrwfpwwfrfw xxxxxx (3)

1) w = wn = 0,  2) w = wnn = 0, f = fn = 0 на границе области . (4)

Здесь оператор Лапласа  и скобки Кармана [ f, w] действуют по переменным x, y, а
индекс n показывает направление нормали к границе области .

2. Метод решения

Введем гильбертовы пространства: E2 – замыкание множества вектор-функций
f = ( f1, f2), g = (g1, g2) с нормой, определяемой скалярным произведением  2, Egf

;)( 2211 dxdygfgf   E1 – замыкание линейного множества бесконечно диффе-
ренцируемых в прямоугольной области  вектор-функций u = (w, f ), v = (w1, f1),
удовлетворяющих краевым условиям (4) на границе области , с конечной нормой,
порожденной скалярным произведением
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Предполагая, что функция ),( yx  является достаточно гладкой в области , пред-
ставим краевую задачу (3), (4) в виде нелинейного операторного уравнения
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Применяя результаты И.И. Воровича [18] и Н.Ф. Морозова [19], можно показать, что
оператор M действует из E1 в E2.

В случае отсутствия полей дислокаций и дисклинаций нелинейная задача (5)
имеет тривиальное решение u = (w, f ) = (0,0) и в результате линеаризации относитель-
но тривиального решения приводится к краевой задаче на собственные значения с
краевыми условиями (4):
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Задача (6) решается вариационным методом [20] в сочетании с разностным методом
[21]. Введем линейные операторы
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Тогда задача на собственные значения (6) имеет вид Au = pBu. Учитывая второе
уравнение из системы (6), используя интегрирование по частям и формулы Грина,
можно записать
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Из результатов [20] следует, что оператор B положительно определен, а оператор A
формально самосопряжен и ограничен снизу, поэтому задача Au = pBu приводится
к задаче минимизации функционала [20]:
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В [8, 9] обоснован и применен метод минимизации функционала (7) для задач
определения критических значений сжимающей нагрузки, при которых теряет устой-
чивость сжатая упругая прямоугольная пластина, а также сжатая упругая ортотропная
пластина [10]. Отметим, что в этих случаях критическим значениям сжимающей на-
грузки отвечает собственная функция, выражающая форму прогиба пластины, при
этом функция напряжений равна нулю. Наряду с нелинейной задачей (5) рассмотрим
также задачу о слабом изгибе сжатой пологой оболочки, тогда в уравнении (5) бу-
дут отсутствовать нелинейные слагаемые [15]:
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Здесь функции w и  f удовлетворяют краевым условиям (4). Задача (8) решается раз-
ностным методом [21].

3. Результаты численных расчетов

При мер 1 . Для задачи на собственные значения (6) в области  = {(x, y):0 <
< x < 1, 0 < y < b/a} с краевыми условиями 1) из (4) при a = 1, b = 1/2 вариационно-
разностным методом (методом минимизации функционала (7) [8, 19]) получены
значения первых двух собственных значений p1 = 309,4; p2 = 317,9 и вычислены зна-
чения соответствующих им собственных вектор-функций u1 = (w1, f1), u2 = (w2, f2).
На рис. 1 приведены графики прогибов w1(x, y), w2(x, y), а на рис. 2 – графики
функций напряжений f1(x, y), f2(x, y). Собственные вектор-функции нормированы
по норме ||uk || = max{|wk(x, y) |, | fk(x, y) |} при 0 < x < 1, 0 < y < b/a.
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Рис. 1. Графики функций прогибов: а) w1(x, y), б) w2(x, y)
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При мер 2 . Для линейной задачи (6) с краевыми условиями 1) из (4) в области
 = {(x, y):0 < x < 1, 0 < y < b/a} при a = 1, b = 1/2 разностным методом найдены
прогиб w(x, y) и функция напряжений  f (x, y), представленные графиками на рис. 3.
При этом были заданы значения сжимающей нагрузки p = 309 < p1 = 309,4 и функции
несовместности 200),(  yx  (равномерное распределение полей дислокаций и дис-
клинаций). Форма прогиба w(x, y) на рис. 3a совпадает с формой прогиба первой
собственной функции w1(x, y) на рис. 1a, но функция напряжений на рис. 3б сущест-
венно отличается от функции напряжений на рис. 1б.

В задаче были найдены прогиб и функция напряжений при p = 310, 311, …, 350
и неизменных значениях функции несовместности .200),(  yx  Функция напря-
жений оставалась такой же, как на рис. 3б. Прогиб при p = 310 имел форму, как на
рис. 3a, а при значении p = 311 имел форму, как на рис. 4а, и эта форма постепенно
изменялась до формы, изображенной на рис. 4б при p = 350. Это объясняется влия-
нием дислокаций и дисклинаций.

Рис. 2. Графики функций напряжений: а) f1(x, y), б) f2(x, y)
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Пример 3 .  Для задачи (8) с краевыми условиями 2) из (4) в области  =
= {(x, y):0 < x < 1, 0 < y < b/a} при b/a = 1/2, r = 10, p = 300, 100),(  yx  на
рис. 5 представлены прогиб w(x, y) и функция напряжений f (x, y).

Заключение

Установлено, что наличию полей непрерывно распределенных краевых дис-
локаций и клиновых дисклинаций в сжатой пологой оболочке сопутствуют ненулевые
прогиб и функция напряжений. При отсутствии дислокаций и дисклинаций для сжатой
оболочки возникает задача о критических нагрузках потери устойчивости: при до-
статочно малых значениях сжимающей нагрузки оболочка сохраняет нулевое равно-
весие, а при достижении критического значения оболочка теряет устойчивость –
появляется прогиб и в отличие от сжатой пластины функция напряжений не равна
нулю. Приведены результаты численных расчетов и графики компонентов вектор-
функции для различных случаев краевых условий.
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This paper examines the behavior of equilibria in a compressed, elastic, shallow, circular
cylindrical shell with a rectangular planform. The shell is subject to internal stresses caused by
fields of continuously distributed edge dislocations and wedge disclinations. The compressive
load is uniformly distributed over the curved edges of the shell and acts parallel to the cylinder's
generatrix. Boundary conditions for free clamping or pinned support of the shell edges are
considered. Nonlinear equilibrium equations of the Karman type are derived. A scalar function,
called the incompatibility function, appears on the right-hand side of the deformation
compatibility equation and depends on the density of dislocations and disclinations. It is
established that in the presence of stress sources, the solution to the system of equations is a
vector function whose components are the deflection and the stress function. The problem of
weak bending of a compressed shallow shell with dislocations and disclinations is also
considered and solved using a difference method. In the absence of dislocation and disclination
fields, the nonlinear problem has a trivial solution, and after linearization, an eigenvalue problem
arises, which determines the critical buckling loads of a compressed shell. To solve the eigenvalue
problem, a variational method is used in combination with a difference method. The results of
numerical calculations for the first few critical values of the compressive load are presented,
and graphs of the components of the corresponding eigenvector functions are plotted. For the
linear equilibrium problem of a compressed shell with dislocations and disclinations, the results
of numerical calculations and graphs of the components of the vector functions for given
values of the compressive load and the incompatibility function are also presented.

Keywords: elastic circular shallow cylindrical shell, dislocations and disclinations, critical load.


