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Представлена методика определения упругих модулей термопластов
на образцах в виде пластин, изготовленных методом послойного наплавле-
ния. Предлагаемый подход основан на анализе распространения бегущих
упругих волн в образце и статистической обработке результатов решения
соответствующей обратной коэффициентной задачи. С помощью лазерной
доплеровской виброметрии в прямоугольных пластинах регистрировались
скорости вертикальных колебаний точек их поверхности, возбуждаемых
пьезоэлектрическим преобразователем, который был прикреплен к поверх-
ности пластин с помощью цианоакрилатного клея. Для определения диспер-
сионных характеристик волн Лэмба по регистрируемым волновым сигналам
применялся метод матричного пучка. Решение обратной задачи по опреде-
лению значений упругих модулей выполнялось численно методом диффе-
ренциальной эволюции. При построении целевой функции использовалось
свойство обращения фурье-символа матрицы Грина для однородного упру-
гого слоя в бесконечность в точках, соответствующих измеренным волновым
числам. Для повышения эффективности метода процедура выполнялась
для нескольких линий, проходящих через центр источника колебаний. Про-
веден статистический анализ значений упругих модулей, восстановленных
с использованием различных линий сканирования, получены оценки уп-
ругих характеристик материала и выполнено сравнение с результатами
стандартизованных механических испытаний на одноосное растяжение.
Таким образом, показана эффективность разработанной методики, которая
может быть использована для определения и контроля упругих характеристик
тонкостенных полимерных конструкций, изготовленных с использованием
аддитивных технологий.
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Введение

Широкое распространение в инженерной практике изделий, изготовленных из
полимерных материалов с помощью аддитивных технологий, в том числе методом
послойного наплавления (FDM 3D-печать), требует детального теоретического и экс-
периментального изучения их напряженно-деформированного состояния при
различных видах нагружения [1]. К примеру, значительный потенциал аддитивные
технологии с использованием полимерных расходных материалов имеют при изго-
товлении медицинских изделий, включая протезы [2], а также при обратном инжи-
ниринге пластиковых деталей в различных отраслях промышленности. Для проч-
ностных расчетов необходимы как физически адекватные математические модели,
описывающие механическое поведение таких изделий, так и экспериментальные
данные об упругих свойствах используемых полимерных материалов.

Известно, что модули упругости материалов, получаемые при статическом рас-
тяжении образцов, изготовленных послойным наплавлением, могут существенно
отличаться от аналогичных упругих параметров, восстановленных посредством стан-
дартизованных неразрушающих испытаний образца по некоторым интегральным
характеристикам (например, собственным частотам колебаний) или путем точечного
ультразвукового зондирования объемными волнами [3]. В качестве альтернативного
способа неразрушающего определения упругих характеристик FDM-изделий, до-
полняющего стандартные методики и занимающего промежуточное положение между
интегральными вибрационными и точечными ультразвуковыми методами, может
рассматриваться методика, в которой используются свойства бегущих упругих волн
(нормальных мод) [4–7]. Дисперсионные характеристики последних (например,
волновые числа или групповые скорости нормальных мод), для экспериментального
определения которых достаточно измерить волновые сигналы в ограниченном набо-
ре точек на поверхности образца, зависят не только от частоты колебаний и формы
[8, 9], но и от упругих модулей материала [10]. Подтверждена высокая эффективность
таких подходов для идентификации упругих характеристик металлов или волоконно-
армированных композитных материалов на образцах в виде пластин [4, 6]. В то же
время их применение для диагностики упругих свойств конструкций, изготовленных
методами аддитивных технологий, в частности, FDM-печати, пока ограничено.

В настоящей статье обсуждается дальнейшее развитие методики определения
упругих свойств слоистых материалов по экспериментально измеренным дисперси-
онным характеристикам бегущих волн [6, 7] и приводятся результаты ее примене-
ния для оценки упругих свойств полимерных материалов, используемых в FDM
3D-печати. Для прямоугольных пластин, изготовленных из пластиков PET-G и PLA,
были измерены вертикальные скорости перемещений поверхности образца вдоль
нескольких линий, проходящих через центр излучателя. Волновые пакеты в образцах
возбуждались коротким прямоугольным импульсом, подаваемым на пьезоэлектри-
ческий преобразователь. Методом матричного пучка [11, 12] для каждой из выбран-
ных линий сканирования вычислялись дисперсионные характеристики, которые затем
использовались при решении обратной задачи двухступенчатым методом [7] с це-
левой функцией, основанной на использовании фурье-символа матрицы Грина для
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рассматриваемого упругого волновода [4, 13]. Значения упругих модулей, найденные
таким образом на основе бегущих упругих волн, сравнивались с результатами стандар-
тизованных испытаний на одноосное растяжение.

1. Схема проведения экспериментальных исследований

На первом этапе из пластиков PET-G и PLA методом FDM-печати на двухэкст-
рудерном принтере Raise3D E2 были изготовлены два образца в виде прямоугольных
пластин размером 150403,2 мм. В процессе печати устанавливались четыре
направления заполнения: 0, 90, 45 и 135°. Печать осуществлялась на поверхности
термостатированного стекла, нагретого до 80 °C для PLA и до 110 °C для PET-G.
Диаметр используемого сопла 0,4 мм, а высота печатного слоя 0,2 мм, при этом
сопло во время 3D-печати было нагрето до 220 °C для PLA и до 250 °C для PET-G.

Источником бегущих упругих волн в каждом из образцов служил квадратный
пьезокерамический элемент со стороной 10 мм и толщиной 0,4 мм, который был при-
креплен к поверхности пластин с помощью цианоакрилатного клея. Для возбуждения
колебаний от генератора сигналов произвольной формы OWON XDG2030 на
пьезоактуатор подавались электрические тональные посылки в форме прямоугольного
импульса шириной 2 мкс, что обеспечивало достаточный частотный диапазон для
последующего анализа.

Для удобства вводилась декартова система координат x = {x, y, z}, оси которой
параллельны сторонам пластины, а начало координат совпадает с центром пьезоэлек-
трического преобразователя (рис. 1).

Измерения вертикальных скоростей )( k
r
i tw  в моменты времени tk выполнялись

бесконтактным способом сканирующим лазерным доплеровским виброметром (ус-
реднение по 1500 измерениям) в точках r

ix {xi, yr, 0}, i = 1, 2, …, N, r = 1, 2, …, R,
формирующих двумерный массив с равномерным шагом вдоль осей Ox и Oy. При
этом не использовались светоотражающие покрытия, которые в дальнейшем могли
бы исказить результаты восстановления упругих характеристик [14].

2. Обработка экспериментальных данных
и решение обратной задачи

Для каждого одномерного массива точек xr, соответствующего в двумерном
массиве точкам отрезка с номером r = 1, 2, …, R, параллельного оси Ox, методом
матричного пучка [11, 12] выполняется демодуляция массива сигналов )( k

r
i tw  для

каждой из M различных частот  fm (m = 1, 2, …, M ) и определяются Nm медленнос-

Рис. 1. Общая схема проведения эксперимента
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тей бегущих упругих волн ,r
mns  присутствующих в волновых пакетах, возбуждаемых

пьезоэлектрическим актуатором и распространяющихся вдоль оси Ox.
Задача определения соответствующего r-й линии сканирования конечномерного

вектора  r, составленного из упругих модулей материала (учитывая характер чере-
дования направлений заполнения в процессе 3D-печати образцов, их упругие свой-
ства предполагаются изотропными и описываются модулем Юнга E и коэффициентом
Пуассона ) и его плотности (при необходимости), решается с использованием
найденных экспериментальных значений r

mns  путем сведения к задаче оптимизации
вида
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используется фурье-образ матрицы Грина Kij(s, f, ) для свободного изотропного
упругого волновода со свойствами, задаваемыми компонентами вектора  [15, 16],
на частоте  fm для медленности s. Для численного решения задачи оптимизации (1)
используется метод дифференциальной эволюции, относящийся к классу стохасти-
ческих алгоритмов [17].

3. Статистический анализ

Для получения оценки упругих модулей rθ̂  на основе данных о распространении
упругих бегущих волн вдоль каждого луча xr используется массив начальных при-
ближений таким образом, что для каждого значения компоненты вектора  учитыва-
ется набор равномерно расположенных точек в пределах интервала его возможного
изменения. Численное решение задачи оптимизации для каждого заданного значе-
ния r при L = 100 начальных приближений r

lθ~  дает L векторов r
lθ  (l = 1, 2, …, L).

С использованием оценки центра группирования выборки из оценок r
lθ̂  (моды или

медианы) определяется вектор, содержащий результирующие оценки упругих модулей
как компоненты вектора rθ̂  для линии с номером r.

Значения rθ̂ описывают «локальные» характеристики экспериментальных
образцов, то есть усредненные значения упругих модулей вдоль соответствующих
линий. Интегральные значения упругих модулей всей пластины могут быть вычислены
усреднением значений по выборке, включающей в себя все значения ,ˆ r

lθ  либо на
основе оценок выборок rθ̂ по каждой из компонент вектора. Для выбора оптимальной
стратегии проводится соответствующий численный анализ.

На каждой из линий сканирования для каждого из L = 100 начальных значений
было получено множество оценок для искомых упругих параметров (модуля Юнга
и коэффициента Пуассона). На рис. 2 приведены диаграммы размаха (box-plot),
которые компактно изображают основные характеристики одномерных распреде-
лений для полученных оценок для каждого из упругих параметров. На этих графиках
отображены шесть ключевых статистических показателей для всей выборки R

l 1}{ˆ


θ
и для каждой из семи выборок :7,1ˆ )(}{ rr

lθ  минимальное значение (нижний «ус»),
первый квартиль (нижняя граница прямоугольника), медиана (линия внутри), третий
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квартиль (верхняя граница прямоугольника), максимальное значение (верхний «ус»)
и среднее значение (крестики).

Анализ результатов показывает, что для обоих образцов, изготовленных из плас-
тиков PET-G и PLA, ширина диапазона, содержащего все получаемые оценки модуля
Юнга, не превосходит 0,2 ГПа (см. рис. 2а, б), что можно считать показателем
достаточно высокой точности метода. Аналогичный диапазон для коэффициента
Пуассона в случае PLA составляет 0,01 (см. рис. 2в), в то время как для пластины
из PET-G (см. рис. 2г) явно выделяются результаты для четвертой линии, которые,
по-видимому, могут быть отнесены к выбросам. Сравнительный анализ эксперимен-
тальных дисперсионных кривых с теоретическими, рассчитанными в предположении,
что  равен оценочным значениям ,θ̂  показывает их хорошую корреляцию с экспери-
ментально полученными медленностями даже при высокой степени зашумленности,
наблюдаемой при исследовании материала PET-G.

4. Определение упругих модулей

По диаграммам размаха (см. рис. 2) можно видеть, что оценки для каждой из
линий сканирования лежат в очень узких диапазонах, что говорит о точности

Рис. 2. Статистические показатели для выборок оценок r
lθ̂

при численном решении обратной задачи для пластиков PLA (а, в) и PET-G (б, г)
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«локальных» оценок упругих свойств. Для интегральной оценки упругих модулей
материала всей пластины были выбраны две характеристики – среднее значение и
медиана по обобщенной выборке, включающей в себя данные по всем линиям
сканирования. В случае PLA-пластика среднее и медиана для коэффициента Пуассона
(см. рис. 2б) практически совпадают, а для модуля Юнга (см. рис. 2а) медиана дает
более низкое и более корректное значение, смещенное к оценкам, полученным по
большему числу линий сканирования. Преимущество интегральной оценки по ме-
диане также видно для материала PET-G, поскольку эта оценка менее чувствительна
к ошибочным оценкам вдоль четвертой линии.

Получение интегральной оценки путем обобщения локальных оценок может
служить предметом отдельного исследования, поскольку последние обладают собст-
венной ценностью, указывающей на неоднородность материала и нарушения режима
его аддитивного изготовления. Тем не менее, при достаточной однородности тести-
руемых образцов предпочтительной интегральной оценкой упругих модулей является
значение медианы, определенное по всем расчетным данным. Для получения на-
илучшей оценки оптимальным решением видится использование многомерной
медианы [18], алгоритм оценки которой основан на последовательном удалении
выпуклых многоугольников из множества точек. Соответствующие результаты
проиллюстрированы на рис. 3, где также приведены оценки плотности ядра рас-
пределения как для всей выборки ,ˆ

1}{ R
l 
θ  так и для каждой из R = 7 выборок }{ˆ r

lθ
(r = 1, 2, …, R). В результате были получены треугольные области (медианные облас-
ти), внутри которых находятся оптимальные медианные значения.

В таблице 1 представлены значения модуля упругости материалов, полученные
при статических механических испытаниях на растяжение с помощью экстензомет-
ра (Ee) и рассчитанные в программном обеспечении Merlin машины Инстрон 5567
по перемещениям подвижной траверсы на начальном участке диаграммы деформи-
рования (Em). Как и ожидалось, измерения по перемещениям подвижной траверсы

Рис. 3. Распределение оценок ,ˆ r
lθ  оценка плотности ядра, медианная область

и соответствующие выпуклые многоугольники для пластиков PLA (а) и PET-G (б)
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дают заниженные значения модуля упругости исследованных пластиков и величина
этой погрешности растет с увеличением модуля упругости. Тем не менее, расхожде-
ние между оценками этой упругой характеристики, полученными предлагаемым
методом (E) и методом одноосного статического растяжения (Ee), не превышает
0,5 ГПа. Более заметным является отклонение статического и динамического значений
коэффициента Пуассона , что в определенной мере объясняется технологической
анизотропией материала образцов, получаемых методом FDM-печати. При этом
каждый формируемый слой является системой закрытопористых ячеек [19], для ко-
торой характерен пониженный коэффициент Пуассона в плоскости измерения.

Таблица 1
Сопоставление значений упругих характеристик

для исследуемых образцов из пластиков PET-G и PLA
Предлагаемый Метод одноосного Предлагаемый

Вид пластика
метод статического растяжения метод

Модуль Юнга Модуль Юнга Модуль Юнга Коэффициент
E, ГПа Ee, ГПа Em, ГПа Пуассона 

PET-G 2,720 2,254 1,659 0,20 0,3823
PLA 3,775 3,444 2,254 0,18 0,3068

Заключение

Приведенные результаты указывают, что оптимальной стратегией определения
значения каждого из упругих модулей исследованных полимерных материалов пред-
ставляется использование медианных значений по всей выборке, включающей в се-
бя оценки для всех линий. Это позволяет нивелировать влияние небольшого количе-
ства ошибочных результатов, обусловленных локальными поверхностными и вну-
тренними дефектами пластин, а также погрешностью измерений. При большой дис-
персии оценок для различных линий сканирования можно предполагать наличие
множественных локальных неоднородностей различного происхождения и, следова-
тельно, применение этого метода, скорее всего, приведет к существенной ошибке в
оценке упругих модулей. Предложенный подход может быть адаптирован и исполь-
зован для исследования упругих свойств отдельных разнородных слоев тонкостенных
композитов. Представляет интерес применение метода для контроля качества ад-
гезионных соединений и структурного анализа композиционных материалов, включая
исследования когезионной прочности, разрушения и залечивания дефектов (несплош-
ностей) материала, к которым чувствительны упругие волны [20, 21].
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This paper presents a method for determining the elastic moduli of thermoplastics using plate-
shaped specimens fabricated by fused deposition modeling (FDM 3D printing). The proposed
approach is based on the analysis of guided elastic wave propagation in the sample and the
statistical processing of the results of the corresponding inverse coefficient problem solution.
Laser Doppler vibrometry was used to register the velocities of vertical vibrations on the
surface of the rectangular plate, which were excited by a piezoelectric transducer glued at the
surface via cyanoacrylate. The matrix pencil method was applied to the recorded wave signals
to determine dispersion characteristics of Lamb waves. The inverse coefficient problem for
elastic moduli was solved numerically using the differential evolution method. The objective
function was constructed utilizing the property that the Fourier symbol of the Green's matrix for
a homogeneous elastic layer tends to infinity at the points corresponding to the measured
wavenumbers. To increase the efficiency of the method, the procedure is performed for several
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lines starting from the center of the source of vibration. Statistical analysis of the elastic moduli
recovered using different scan lines was conducted, providing estimates of the elastic properties
of the material. A comparison with the results of standardized uniaxial tensile mechanical tests
was performed. Therefore, the effectiveness of the developed method for determining and
monitoring the elastic characteristics of thin-walled polymer structures manufactured using
additive technologies is demonstrated.

Keywords: polymer materials, additive manufacturing, elastic moduli, guided elastic waves,
inverse coefficient problem, numerical analysis.


