
125
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ÒÅÎÐÈÈ ÓÏÐÓÃÎÑÒÈ*)

À.À. Áåëîâ, Ë.À. Èãóìíîâ, Ñ.Þ. Ëèòâèí÷óê

Íèæíèé Íîâãîðîä

Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû äâà ïîäõîäà ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÃÝ) ê
ðåøåíèþ òðåõìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè. Îïèñàí è ïðî-
äåìîíñòðèðîâàí ÌÃÝ-ïîäõîä ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëàïëàñà è ìåòîäà Äóðáèíà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü èñêîìóþ ôóíêöèþ ñ
ïîìîùüþ èçâåñòíîãî èçîáðàæåíèÿ. Ïðèìåíåí ìåòîä Äóðáèíà ñ íåðàâíîìåðíîé
êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèåé èçîáðàæåíèÿ. Êðîìå òîãî, ïðåäñòàâëåí
ÌÃÝ-ïîäõîä ñ ÿâíûì ó÷åòîì ïåðåìåííîé âðåìåíè. Èñïîëüçîâàíà ãðàíè÷íî-
ýëåìåíòíàÿ òåõíèêà ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì
êâàäðàòóð äëÿ ñâåðòîê. Ïðåäëîæåíà îðèãèíàëüíàÿ ñõåìà ìåòîäà êâàäðàòóð äëÿ
ñâåðòîê. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÌÃÝ-ðàñ÷åòîâ. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíà âûñîêàÿ
òî÷íîñòü ðàçðàáîòàííûõ ÌÃÝ-ñõåì.

Ââåäåíèå

Ïîäîáíî ñòàòè÷åñêèì èëè ñòàöèîíàðíûì äèíàìè÷åñêèì çàäà÷àì, íåñòàöè-
îíàðíûå çàäà÷è ìîãóò áûòü ðåøåíû ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
(ÃÈÓ). Ïðèìåíåíèå ÌÃÝ-ñõåì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êîíòàêòíûõ
çàäà÷ âûçâàíî ñòðåìëåíèåì èçáåæàòü òðóäíîñòåé ïîñòðîåíèÿ ñåòî÷íûõ êîí-
òàêòíûõ àëãîðèòìîâ. Äåòàëüíûé îáçîð ïî óïðóãîäèíàìè÷íûì àñïåêòàì ãðàíè÷-
íûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî íàéòè â [1−5].

Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäîëîãèè ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðóãîäèíàìèêè ñ èñïîëüçîâàíèåì
ÌÃÝ óêëàäûâàþòñÿ, ãëàâíûì îáðàçîì, â äâà âîçìîæíûõ ïîäõîäà: ïðÿìîé ïîäõîä
âî âðåìåííîé îáëàñòè è ïîäõîä ñ èñïîëüçîâàíèåì îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â îá-
ëàñòè Ëàïëàñà. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èñïîëüçóåòñÿ ïîñëåäíèé ìåòîä [6]. Âñå ÷èñ-
ëåííûå ôîðìóëû îáðàùåíèÿ çàâèñÿò îò íàäëåæàùåãî âûáîðà èõ ïàðàìåòðîâ [7, 8].
Âñå ïîøàãîâûå ïðîöåäóðû òðåáóþò àäåêâàòíîãî âûáîðà øàãà ïî âðåìåíè. Íåâåðíî
âûáðàííûé øàã ïî âðåìåíè ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè èëè ÷èñëåííîìó äåìïôè-
ðîâàíèþ. Ìåòîäû óëó÷øåíèÿ óñòîé÷èâîñòè êëàññè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ïîøàãîâîé
ôîðìóëèðîâêè ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî íàéòè â ñòàòüÿõ H. Antes è M. Jager
[9], G. Yu [10, 11], M. Schanz [12], A. Peirce è E. Siebrits [13, 14], D.C. Rizos è D.L.
Karabalis [15], H.B. Coda è W.S. Venturini [16, 17], G. Yu [18, 19].

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, âûï. 69, 2007 ã.

*) Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîì ôèíàíñèðîâàíèè ÐÔÔÈ (ãðàíòû 05-01-00837à, 07-
08-13637 îôè-ö) è Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (ãðàíò Ïðåçèäåíòà ÐÔ íà ïîääåð-
æêó âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÍØ-6391.2006.8).
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Ïðåäñòàâëåíû äâà ïîäõîäà: èñïîëüçîâàíèå ÌÃÝ ñîâìåñòíî ñ ïðåîáðàçîâàíèåì
Ëàïëàñà è ìåòîäîì Äóðáèíà ïðè íåðàâíîìåðíîé êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñè-
ìàöèè ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè è èñïîëüçîâàíèå ÌÃÝ â ÿâíîì âðåìåíè â ðàìêàõ
ìåòîäà êâàäðàòóð äëÿ ñâåðòîê. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ãðàíè÷íî-âðåìåííàÿ ôîðìóëèðîâêà
ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèåé ïîäõîäà, èñïîëüçóþùåãî ìåòîä C. Lubich [20].

1. Âîëíîâûå ïîòåíöèàëû òåîðèè óïðóãîñòè

Ïóñòü S − çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà )0(,1 >aaÑ , ðàçäåëÿþùàÿ n-ìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî Rn íà îáëàñòè Ω+ (âíóòðåííþþ) è Ω− (âíåøíþþ). Ñìåùåíèå òî÷êè

),,( 1 nxxx K= óïðóãîé ñðåäû, çàíèìàþùåé îáëàñòè Ω+ èëè Ω−, â ìîìåíò âðåìåíè

1+= nxt  îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèåé )(),( xutxuu ¢== , ãäå ),( txx =¢ , ñ êîìïî-
íåíòàìè )(),( xutxuu ¢==  (i = 1, ..., n). Êðîìå òîãî, ââîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ:

+±± ´W= RG , RS´=S , ),0(, ¥=´=S +++ RRS .
Ãðàíèöó S ñ÷èòàåì ìíîãîîáðàçèåì êëàññà ¥C , ëîêàëüíî âûïðÿìëåííûì ïðè

ïîìîùè íåâûðîæäåííûõ ¥C -ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò. Ñîîòâåòñòâóþùèå èí-
òåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ âåêòîðà ïåðåìåùåíèé áûëè ïîñòðîåíû âïåðâûå â
ðàáîòàõ äå Õóïà [21], Â. Íîâàöêîãî [22] è äð. ïðè óñëîâèè, ÷òî èçâåñòíà ìàòðèöà
U(x, y, z) ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé. Çàïàçäûâàþùèå ïîòåíöèàëû ââîäÿòñÿ íà îñ-
íîâå ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé nn´ -ìàòðèöó (òåíçîð),
ñòîëáöû êîòîðîé Uj (j = 1, ..., n) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì:

,)()())(( 02
jjt exxUL ×¢d=¢¶+¶

ãäå δ − ôóíêöèÿ Äèðàêà, L0 − ñîîòâåòñòâóþùèé ñòàòè÷åñêèé îïåðàòîð, ej − îðò j-é
îñè êîîðäèíàò, è óñëîâèþ ïðè÷èííîñòè: U(x, t) = 0 ïðè t < 0.

Çàïàçäûâàþùèå ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîåâ ñ n-êîìïîíåíòíûìè
ïëîòíîñòÿìè )()(),( +SÎ¢¢b¢a xxx  îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè:

,)),(),,(())(( ò
+S

ttat--=¢a ddseytyxUxV yjj (1)

,)),(),,)((())(( )(ò
+S

n ttbt--=¢b ddseytyxUTxW yjjy (2)

ãäå nT  − îïåðàòîð ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ, ν − åäèíè÷íàÿ íîðìàëü. Â ôîðìóëàõ (1),
(2) âûðàæåíèå (. , .) − âåùåñòâåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â n-ìåðíîì ïðîñò-
ðàíñòâå. Ïóñòü ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëîâ ðàâíû íóëþ ïðè t < 0. Îáà ïîòåíöèàëà óäîâ-
ëåòâîðÿþò â ±G  èñõîäíîìó óðàâíåíèþ è íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Ïðè
ãëàäêèõ ïëîòíîñòÿõ ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû ñêà÷êîâ ïîòåíöèàëîâ ïðè ïåðåõîäå òî÷êè
x' ÷åðåç Σ+ [23]. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç bb± 0,WW  ñîîòâåòñòâåííî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
ïîòåíöèàëà Wβ  èç ±G  è åãî ïðÿìîå çíà÷åíèå íà Σ+, ïîëó÷èì:

.
2

1 0b+b=b± WW m

Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ íåïðåðûâåí, ñêà÷îê òåðïèò âåêòîð åãî íîðìàëüíûõ
óñèëèé. Îáîçíà÷àÿ

)()())(( )( xVTxK x ¢a=¢a ±
n

±

ïðè +SÎ¢x , íàéäåì:
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,
2
1 0a+a±=a± KK

ãäå K0α  − ïðÿìîå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà.
Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ âåêòîðà íîðìàëüíûõ óñèëèé ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ

)()())(( )( xWTxF x ¢b=¢b ±
n

±  ñîâïàäàþò è â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç =bF
b= ±F . Ñâîéñòâà ãðàíè÷íûõ îïåðàòîðîâ ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü

ôîðìóë ñêà÷êîâ:

,0, =a-ab-=b-b -+-+ VVWW
(3)

a=a-a=b-b -+-+ KKFF ,0

äëÿ ïëîòíîñòåé èç áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ, êîãäà ïîä ëåâûìè ÷àñòÿìè â (3) ïîíèìà-
þòñÿ ñëåäû íà Σ+ âåêòîð-ôóíêöèé èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîåâ ïðèíèìàþò
âèä (Vpα)(x, p) è (Wpβ)(x, p), ãäå Vp è Wp ïðè êàæäîì p ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ
ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ U(x,  p), ñòîëáöû êîòîðîãî ),,1(),( njpxU j K=   óäîâëå-
òâîðÿþò óðàâíåíèÿì

,)(),())(( 02
jj expxULp ×d=¶+

àíàëèòè÷íû è ðàñòóò ïî àðãóìåíòó p â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè íå áûñòðåå ïîëèíîìà:

,)),(),,((),)(( ò a-=a
S

yjjp dsepypyxUpxV

(4)

.)),(),,)(((),)(( )(ò b-=b n
S

yjjyp dsepypyxUTpxW

Îïåðàòîðû ±
pN  îïðåäåëèì ôîðìóëàìè:

,))(),((),(),(
,0,0

2
,0 ±± WW

± ee+=± zuCzupwvN ijkijkSp ll
(5)

ñîõðàíèâ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå )(2
±WL  òî æå

îáîçíà÷åíèå, ÷òî è äëÿ n-êîìïîíåíòíûõ âåêòîð-ôóíêöèé. Îïåðàòîðû ±
pN  îïðåäå-

ëåíû ðàâåíñòâàìè (5) êîððåêòíî, òî åñòü ïðàâûå ÷àñòè â (5) íå çàâèñÿò îò âûáîðà
ïðîäîëæåíèÿ z.

Ïðè âñåõ p äëÿ ïîòåíöèàëîâ Vp, Wp ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû ñêà÷êîâ:

,0, =a-ab-=b-b -+-+
pppp VVWW

,,0 a=a-a=b-b -+-+
pppp KKFF

,a=a-a -+
pppp VNVN

ãäå ),,)((),()(),)((),,()(),)(( )()( pxFpxWTpxFpxVTpxK ppxppxp b=b=ba=a ±
n

±±
n

±

èíäåêñû "±" ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëàïëàñà îçíà÷àþò ïðåäåëüíûå çíà-
÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí ïðè Sx®  èç  ±W .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðÿìîé âàðèàíò ìåòîäà ãðàíè÷íûõ óðàâíåíèé [24]. Â ïðåäëà-
ãàåìîé ñõåìå îñíîâîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé ïðÿìîãî ïîäõîäà
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ñëóæàò ðàâåíñòâà

.IWVN ±=- ±± (6)

Â çàäà÷àõ I±, ñ÷èòàÿ íåèçâåñòíîé âåëè÷èíó ±±=a fN , ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

.. ±± =αΙ fWVA
m (7)

Ïðèìåíèâ â (7) îïåðàòîðû mN , ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

.. ±± =aI FfKB
m

Â çàäà÷àõ II± èñêîìûì ÿâëÿåòñÿ β − ñìåùåíèå óïðóãîé ñðåäû íà Σ+. Ôîðìóëà (6)
ïðèíèìàåò âèä: b±=b- ±± WVg ,

.. ±± =bII VgWA
m (8)

Ïðèìåíèâ ê (8) îïåðàòîðû mN , ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ:

.. ±± =βΙΙ gKFB
m

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé êëàññà
1,0Ñ , ÿâëÿþùèõñÿ îáúåäèíåíèåì íåçàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé êëàññà α,1Ñ  (α > 0).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü S ðàçäåëåíà çàìêíóòûì êîíòóðîì SÌG  íà

äâå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû Si (i = 1, 2) íåíóëåâîé ïëîùàäè, òàê ÷òî )2,1( =¶=G iSi .
Â ±G  ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ òðåõìåðíîé àíèçîòðîïíîé íåñòàöèîíàðíîé òåîðèè
óïðóãîñòè ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè. Íà ÷àñòè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè

++ ´=S RS11  çàäàþòñÿ ñìåùåíèÿ ±± = fu , íà ++ ´=S RS22
 − íîðìàëüíûå ãðàíè÷-

íûå óñèëèÿ óïðóãîé ñðåäû ±±
u = guT . Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì

÷åðåç ±III , áóäåì èñêàòü â âèäå:

),()()()()( xVxWxu ¢a+¢b=¢ (9)

ãäå ïëîòíîñòè β è α ñîñðåäîòî÷åíû íà +S
1

 è +S2
 ñîîòâåòñòâåííî.

Ôîðìàëüíàÿ ïîäñòàíîâêà (9) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèâîäèò ê ïàðíûì ãðàíè÷-
íûì óðàâíåíèÿì

ïî

ï
í
ì

=a+bp

=a+bp
±±

±±

,)(

,)(

2

1

gKF

fVW
(10)

ãäå ÷åðåç πi îáîçíà÷åíû îïåðàöèè ñóæåíèÿ ýëåìåíòîâ, çàäàííûõ íà S, íà ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ÷àñòü Si (i = 1, 2). Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé (10).

2. Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ

×òîáû ââåñòè ÃÝ-äèñêðåòèçàöèþ, ðàññìîòðèì ðåãóëÿðèçîâàííîå óðàâíåíèå
áåç îáúåìíûõ ñèë è íà÷àëüíûõ äåôîðìàöèé, òî åñòü:

),(0)}(),,()]()()[,,({)( W¶Î=--+a ò
W¶

W xdSytpyxUxuyupyxTxu xiikiiikk    (11)

ãäå W¶Îx  íàçûâàåòñÿ òî÷êîé íàáëþäåíèÿ èëè êîëëîêàöèîííîé òî÷êîé. Áàçîâûé
ïðîöåññ ÃÝ-äèñêðåòèçàöèè ñîñòîèò â ðàçáèåíèè ïîâåðõíîñòè W¶  íà NÅ ãðàíè÷íûõ
ýëåìåíòîâ )1( Ee NeE ££  ñîâîêóïíîñòüþ ÷åòûðåõóãîëüíûõ è òðåóãîëüíûõ âîñüìè-
óçëîâûõ áèêâàäðàòè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû ðàñ-
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ñìàòðèâàþòñÿ êàê âûðîæäåííûå ÷åòûðåõóãîëüíûå ýëåìåíòû (ðèñ. 1,à), êàæäûé èç
êîòîðûõ îòîáðàæàåòñÿ íà íåêèé êîíòðîëüíûé ýëåìåíò ∆e (êàæäûé ∆e − ýòî ëèáî
êâàäðàò ξ = 2

21 ]1,1[),( -Îxx= , ëèáî òðåóãîëüíèê 0,0,10 2121 ³x³x£x+x£ ,
ðèñ.1,á). Ýëåìåíò Ee îòîáðàæàåòñÿ íà ýëåìåíò ∆e ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ:
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ãäå β(k, l) − ãëîáàëüíûé íîìåð óçëà, èìåþùåãî â k-ì ýëåìåíòå ëîêàëüíûé íîìåð l,
Nl(ξ)  − ôóíêöèè ôîðìû. Â êà÷åñòâå ôóíêöèé ôîðìû âûáðàíû êâàäðàòè÷íûå ïîëèíî-
ìû èíòåðïîëÿöèè.

Åñòåñòâåííûé áàçèñ (a1, a2), ìåòðè÷åñêèé òåíçîð g è åäèíè÷íàÿ íîðìàëü n  íà
Ee çàïèøóòñÿ êàê

),()()(,)()(
1

x×x=xx=x baab
=

aa å aagxNa
N

q

ql

),()()(,)()( 2
122211

2
21 x-=xÙ=xx gggJaanJ (13)

).2,1,,( =baDÎx e

Íåèçâåñòíûå ãðàíè÷íûå ïîëÿ (u, t) òàêæå èíòåãðèðóþòñÿ ÷åðåç óçëîâûå çíà÷å-
íèÿ uk = u(zk) è tk = t(zk) â èíòåðïîëÿöèîííûõ óçëàõ zk. Ìíîæåñòâî èíòåðïîëÿöèîí-
íûõ óçëîâ îòëè÷àåòñÿ îò ìíîæåñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ óçëîâ, à ìíîæåñòâî èíòåðïîëÿ-
öèîííûõ ôóíêöèé íå ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ôóíêöèé ôîðìû. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé,
íàçûâàåìûé ñîãëàñîâàííûì èíòåðïîëèðîâàíèåì (Ð.Â. Ãîëüäøòåéí, 1978), ãäå äëÿ
àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ ïåðåìåùåíèé ïðèìåíèì áèëèíåéíûå ýëåìåíòû, à äëÿ
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àïïðîêñèìàöèè ïîâåðõíîñòíûõ ñèë − ïîñòîÿííûå ýëåìåíòû. Ïðè ýòîì äëÿ ðàñ÷åò-
íîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ð áóäåì èìåòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ ãðàíè÷íûõ ïåðåìå-
ùåíèé è ïîâåðõíîñòíûõ ñèë âíóòðè ýëåìåíòà Sk:

,,3,2,1,)()(
4

1

),(
k

l

lk
i

l
i SyiuRyu Î=x= å

=

c

.,3,2,1,)( ),(
k

lk
ii Syityt Î== c

Çäåñü R 
l(ξ) − ôóíêöèè ôîðìû äëÿ ëèíåéíîãî ÷åòûðåõóãîëüíîãî ýëåìåíòà.

Ïðè óïðóãîé ñâÿçè ìåæäó h-é è j-é ïîäêîíñòðóêöèÿìè ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå:
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà ÃÈÓ ïðèìåíèì ìåòîä êîëëîêàöèè. Â êà÷åñ-
òâå óçëîâ êîëëîêàöèè ym áóäåì âûáèðàòü óçëû àïïðîêñèìàöèè èñõîäíûõ ãðàíè÷íûõ
ôóíêöèé. Â èòîãå ôîðìèðóþòñÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ
êàæäîé ïîäêîíñòðóêöèè:
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,21 NNN +=

ãäå mlk =c ),( − ãëîáàëüíûé íîìåð óçëà íåêîòîðîé (ñîïðÿæåííîé) ïîäêîíñòðóêöèè,
íàõîäÿùåéñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìîé ïîäêîíñòðóêöèåé â óïðóãîé ñâÿçè ïî k-ìó ýëåìåíòó;
k − íîìåð ýëåìåíòà ñîïðÿæåííîé ïîäêîíñòðóêöèè, ãäå çàäàíà óïðóãàÿ ñâÿçü; N1 − ÷èñ-
ëî ýëåìåíòîâ ãðàíèöû áåç óïðóãèõ ñâÿçåé; N2 − ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñ óïðóãîé ñâÿçüþ.

Óðàâíåíèÿ (14) çàïèñàíû â óçëàõ àïïðîêñèìàöèè ïåðåìåùåíèé, óðàâíåíèÿ (15)
çàïèñàíû â óçëàõ àïïðîêñèìàöèè óñèëèé:
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Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ, îïðåäåëÿåìûõ
ôóíêöèÿìè 2,11,1321 ,,,, ijijijijij TTUUU , èìåþò îñîáåííîñòü òèïà 1/r, à êîýôôèöèåíòû äèñ-
êðåòíûõ àíàëîãîâ, îïðåäåëÿåìûõ ôóíêöèÿìè 321 ,, ijijij TTT , − îñîáåííîñòü òèïà 1/r2.
Ýòî è îïðåäåëÿåò ñïåöèôèêó âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà. Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðà-
ëîâ ïî ïîâåðõíîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Ïåðâûé − òî÷êà  õm íå ïðèíàäëåæèò
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ýëåìåíòó. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ýëåìåíòó ñâåäåíî ê ïîâòîðíîìó èíòåãðèðîâàíèþ ïî
ëîêàëüíûì êîîðäèíàòàì ξ1 è ξ2. Äëÿ êàæäîé èç êîîðäèíàò èñïîëüçóþòñÿ êâàäðàòóð-
íûå ôîðìóëû Ãàóññà. Âòîðîé ñëó÷àé − òî÷êà  õm ïðèíàäëåæèò ýëåìåíòó, ïî êîòîðîìó
ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå, òîãäà èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì óñòðàíåíèÿ îñîáåííîñòåé.

Ïðèìåíèì ê èñõîäíûì óðàâíåíèÿì èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ñ
ïàðàìåòðîì p = α + iω. Èìååì ñëåäóþùèå ÃÈÓ [25]:
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ãäå Ulj è Tlj − ñîîòâåòñòâåííî èçîáðàæåíèÿ ïî Ëàïëàñó èëè îðèãèíàëû êîìïîíåíò
òåíçîðîâ ôóíäàìåíòàëüíûõ è ñèíãóëÿðíûõ ðåøåíèé. ÃÈÓ (16), (17) ïîçâîëÿþò ðàç-
ðàáîòàòü ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäèêè äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé.

Äëÿ ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ ðåøåíèÿ ÃÈÓ (16) èñïîëüçîâàí àëãîðèòì, ïðåäëî-
æåííûé Äóðáèíîì [26, 27], à äëÿ ðåøåíèÿ ÃÈÓ (17) − àëãîðèòì C. Lubich [20, 28]:

,,)](Im[,)](Re[ 1 kkkkkkk ifGifF w-w=Dw+a=w+a= +

,
2

)(
)0(

1

1å
¥

=

+

p
D+

=
k

kkk FF
f

å
¥

=
+

+
a

ê
ë

é
-w-w

D
-

p
»

1
1

1
2 ))cos()(cos()(

k
kk

k

kk
t

tt
FF

t

e
tf

.))sin()(sin( 1
1

ú
û

ù
w-w

D
-

- +
+ tt

GG
kk

k

kk

,...,,1,0),()()(,)()()(
00

åò
=

- =DDw=Dttt-=
n

k
kn

t

Nntkgttnydgtgty

,)/)(()(
11

2
1

0

2 -- p-
-

=

p
-

å DÂg
Â

=Dw Linl
L

l

Lil
n

n eteg
L

t

=a++a+a -+-+ nknkknk xxx 011 ...

,))]()...)))((([ 0 tngsxtkngsxt nknk D+b++D++bD= +

ò tt=
b++b
a++a

=g t-
t

tp

k
k

k
k

dgeptx
p

p
z

0

)(

0

0 .)(),(,
...
...

)(

Ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåñòàíîâîê ñòîëáöîâ ìåæäó ìàòðèöàìè ìîæíî
îòäåëèòü èçâåñòíûå (çàïèñûâàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè) îò íåèçâåñòíûõ (â ëåâîé ÷àñòè),
òîãäà ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé çàïèøåì â âèäå:
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[ ]{ } { },YXK = (18)

ãäå {X} − N-"âåêòîð", îáúåäèíÿþùèé âñå ñêàëÿðíûå êîìïîíåíòû {u}, {t}, {p} è
{v}, îñòàþùèåñÿ íåèçâåñòíûìè. Íà ïðàêòèêå ðåàëüíîãî ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö [A],
[Â] è ò.ä. èçáåãàþò, à â ïðîöåññå ñáîðêè íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àþò [K] è {Y}.

Ìàòðèöà [K] äëÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è ïîëíîñòüþ çàïîëíåííàÿ è íåñèììåòðè÷íàÿ.
Ýëåìåíòû ìàòðèöû îöåíèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñõåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, âû-
áèðàåìûõ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèì ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë − íåñèíãóëÿðíûì èëè
ñèíãóëÿðíûì.

Íåñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû ïîëó÷àþòñÿ, êîãäà êîëëîêàöèîííàÿ òî÷êà íå ïðèíàä-
ëåæèò ýëåìåíòó. Çäåñü ïðèìåíÿþòñÿ ñòàíäàðòíûå êâàäðàòóðû, îáû÷íî ãàóññîâñêîãî
òèïà. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ýëåìåíòó ñâåäåíî ê ïîâòîðíîìó èíòåãðèðîâàíèþ ïî ëîêà-
ëüíûì êîîðäèíàòàì ξ1 è ξ2. Ïî êàæäîé èç êîîðäèíàò áóäåì èñïîëüçîâàòü êâàäðàòóð-
íûå ôîðìóëû Ãàóññà. Ïî ïåðåìåííûì ξ1 è ξ2 áåðåòñÿ îäèíàêîâîå ÷èñëî òî÷åê èíòåã-
ðèðîâàíèÿ. Êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìûõ òî÷åê Ãàóññà âàðüèðóåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó y è Ee (îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðíîé äëèíû ýëåìåíòà).

Ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû âîçíèêàþò, êîãäà òî÷êà õm ïðèíàäëåæèò ýëåìåíòó, ïî
êîòîðîìó ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå. Èç ðåãóëÿðèçîâàííîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ïîëó÷àþò óðàâíåíèÿ ÌÃÝ, ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû íà ñîîòâåòñòâóþùåì ýëå-
ìåíòå äàþò ñõîäèìîñòü [29]. Îäíàêî äëÿ èõ òî÷íîé ÷èñëåííîé îöåíêè òðåáóåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèå â íåñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû. Â ñëó÷àå ñîãëàñîâàííîé àïïðîêñèìà-
öèè òî÷êà õm ðàñïîëîæåíà ëèáî â óãëîâîì óçëå, ëèáî â öåíòðå ýëåìåíòà. Äëÿ
óñòðàíåíèÿ îñîáåííîñòè ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé èñïîëüçîâàíî ïðåîáðàçîâà-
íèå J.C. Lachat, J.O. Watson [30].

Ïðè íàëè÷èè â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè óäàåòñÿ ñóùåñò-
âåííî ñîêðàòèòü îáúåì èñõîäíîé èíôîðìàöèè è âû÷èñëåíèé.

Ïóñòü ãðàíèöà W¶ºG  òåëà Ω ñîñòîèò èç L +  1 ñèììåòðè÷íûõ ôðàãìåíòîâ lG
L

Ll G++G+G=G= ...:),...,0( 10
. Áóäåì ñ÷èòàòü ôðàãìåíò Γ0 îñíîâíûì. Òîãäà ëþ-

áîé ôðàãìåíò Γl ìîæíî ïîëó÷èòü èç ôðàãìåíòà Γ0 ïóòåì ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ),...,0(][ 33 Lll

ij
l =a=a ´ , ïðè÷åì ïîä α0 ïîíèìàåòñÿ òîæäåñòâåí-

íîå ïðåîáðàçîâàíèå ôðàãìåíòà Γ0 ñàìîãî â ñåáÿ.
Ïîñòðîåííàÿ ÃÝ-ñõåìà ïîçâîëÿåò ñîçäàòü ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå è îðãàíèçî-

âàòü ÷èñëåííûé ðàñ÷åò òðåõìåðíîé çàäà÷è ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîé ñòðàòåãèåé äèñêðå-
òèçàöèè. Îäíàêî ýòè ñèñòåìû ìîæíî äîïîëíèòü ïîðîæäàþùèìè èõ íà÷àëüíî-êðàå-
âûìè çàäà÷àìè è êîíòàêòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå èñõîäíîé
ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû ÌÃÝ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà, è ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû àëãå-
áðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ðåøàòü, ïîíèæàåòñÿ.

3. Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûå ðàñ÷åòû

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î òîðöåâîì óäàðå ñèëîé p = 1 Í/ì2 ïðèçìàòè÷åñêîãî òåëà
(a = 1 ì) ñ æåñòêî çàêðåïëåííûì êîíöîì (ðèñ. 2) è ïàðàìåòðàìè ìàòåðèàëà: ïëîò-
íîñòü ρ = 7850 êã/ì3, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν = 0, ìîäóëü Þíãà Ïà1011,2 11×=Å .
Çàäà÷à èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå è èçâåñòíî åå ÌÃÝ-ðåøåíèå â ñî÷åòàíèè ñ
ìåòîäîì C. Lubich [20, 28]. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïåðåìåùåíèé íà çàêðåïëåííîì
òîðöå ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3. Êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ; êðè-
âàÿ 2 − ÌÃÝ-ðåøåíèþ, ïîëó÷åííîìó ìåòîäîì Äóðáèíà ñî 126 ÷åòûðåõóãîëüíûìè
ÃÝ íà îäíîé ÷åòâåðòè ðàâíîìåðíîé ñåòêè; êðèâàÿ 3 − ÌÃÝ-ðåøåíèþ èç [12] ñ 324
òðåóãîëüíûìè ÃÝ íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå; êðèâàÿ 4 − ÌÃÝ-ðåøåíèþ, ïîëó÷åííîìó
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ñ ïîìîùüþ ìåòîäà C. Lubich ñî 126 ÷åòûðåõóãîëüíûìè ÃÝ íà ÷åòâåðòè ðàâíîìåðíîé
ñåòêè. Ïàðàìåòðû ñõåìû C. Lubich âûáðàíû ñëåäóþùèå: ∆t = 0,00005; N = 2000;
R = 0,9948.

Ñîîòâåòñòâóþùèé îòêëèê íàïðÿæåíèé ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4.
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0
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σ
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î øòàìïå. Áàçîâàÿ ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà ïðåäñòàâëåíà
íà ðèñ. 5. Ðàñ÷åòû âåëèñü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êàæäûé ýëåìåíò ðàçáèâàëñÿ íà ÷åòûðå
äîïîëíèòåëüíûõ ÷åòûðåõóãîëüíûõ ýëåìåíòà. Â èòîãå ÷åòâåðòü ðàâíîìåðíîé ñåòêè
øòàìïà ñîäåðæàëà 24 ÃÝ, à ÷åòâåðòü ÃÝ ñåòêè äíåâíîé ïîâåðõíîñòè − 108 ÷åòûðåõ-
óãîëüíûõ ÃÝ.

Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

Øòàìï Ïîëóïðîñòðàíñòâî

λ 0,8333.108 1,1926.108

E 3.108 1,38.108

ν 0,2 0,35
ρ 2000 1966
λ 0,8333.108 1,1926.108

µ 1,25.108 0,5111.108

c1 322,74 335,64
c2 250 161,24

 Â êà÷åñòâå êîîðäèíàò èññëåäóåìîé òî÷êè âçÿëè çíà÷åíèÿ (2,33; 2,33; 0). Íà÷àëî
êîîðäèíàò âûáðàíî â öåíòðå êîíòàêòíîé ãðàíè øòàìïà.

Ïàðàìåòðû ñõåìû C. Lubich âûáðàíû ñëåäóþùèå: ∆t = 0,002; N = 500; R =
= 0,984. Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåí  îòêëèê ïîâåðõíîñòíûõ ïåðåìåùåíèé.
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Êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ðàñ÷åòàì, ïðèâåäåííûì â [31] ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû
C. Lubich. Êðèâûå 2 è 3 ïîñòðîåíû ïî îïèñàííûì â ðàáîòå ñõåìàì ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìåòîäà Äóðáèíà è ìåòîäà C. Lubich ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàñ÷åòíûå ïðèìåðû äåìîíñòðèðóþò âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ òî÷íîñòü è
óñòîé÷èâîñòü ïðåäñòàâëåííûõ ÃÝ-ñõåì êàê ñ ïðèìåíåíèåì èíòåãðàëüíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ñîâìåñòíî ñ ìåòîäîì Äóðáèíà, òàê è ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ìåòîäà êâàäðàòóð äëÿ ñâåðòîê.
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[22.10.2007]

DEVELOPING A BOUNDARY ELEMENT METHOD FOR ANALYZING
3-DYMENSIONAL  CONTACT NONSTATIONARY DYNAMIC PROBLEMS

OF ELASTICITY

A.A. Belov, L.A. Igumnov, S.Yu. Litvinchuk

The paper presents two BEM-approaches to analyzing 3-dymensional dynamic problems of elasticity.
A BEM-approach using Laplace integral transform and Dourbin method that makes it possible to
construct the sought function using a known image is described and demonstrated. Dourbin method
with inhomogeneous piecewise quadratic approximation of the image is used. A BEM-approach
with explicitly accounting for the time variable is also presented. A BE-technique of constructing
a discrete analogue in combination with the quadrature method for convolutions is used. A novel
scheme of the quadrature method for convolutions is constructed. The results of the BEM-
calculations are given. The presented BEM-schemes demonstrate high accuracy.


