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Описанные в начале ХХ века трещины Гриффитса формируются как
результат гладкого непрерывного деформирования сжимаемых с боков до
превращения в полость отверстий в виде эллипса или окружности, находя-
щихся  в пластине. Получившиеся полости имеют гладкую границу, а угол в
вершинах трещины равен развернутому. Исследования трещины Гриффитса
нашли многочисленные применения в инженерной практике, материалове-
дении, геотехнологиях. Позднее появился интерес к трещинам нового типа,
получающимся как результат сжатия с боков не эллипса, как у трещин Гриф-
фитса, а прямоугольника. Их граница является кусочно-гладкой с двумя пря-
мыми углами. Результаты исследования трещин нового типа стали успешно
применяться в сейсмологии, для описания сближения гранитных литосфер-
ных плит, скользящих по базальтовому слою вдоль границы Конрада. С по-
мощью таких трещин удобно моделировать подземные полости разных
размеров и различного назначения, которые достаточно точно отображают
реальные шахты и штольни, успешно описывают углы и стены. Однако не-
обходимо учитывать, что подземные сооружения являются результатом
достаточно продолжительной работы по преобразованию предварительных
простых полостей к сооружениям подобного типа. На этапе первоначальной
выемки горных пород эти сооружения скорее схожи с объектами, описыва-
емыми трещинами Гриффитса, имеющими границы без выраженных плос-
ких стен и прямых углов, а также со сближенными берегами. Это наблюдается
на начальном этапе строительства сооружения. Наряду с ранее рассмотрен-
ным моделированием подземных сооружений с применением трещин но-
вого типа в настоящей статье рассматривается подземное сооружение,
моделируемое трещиной Гриффитса, как первый этап его создания. С уче-
том особенностей глубинных пород впервые строится теория, позволяющая
изучить этот объект в анизотропной среде, свойственной материалам коры
Земли.

Ключевые слова: трещина Гриффитса, анизотропная среда, интеграль-
ное уравнение, подземная штольня.
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Введение

В публикациях [1–10] исследуются анизотропные материалы и методы решения
граничных задач для природных и инженерных объектов из таких материалов.
Потребности в расчетах соответствующих сложных ответственных инженерных
объектов вызваны применением новых композиционных материалов с заданными
эксплуатационными свойствами. Некоторые из таких материалов, смешанные и
контактные задачи с их использованием изучены достаточно глубоко [11–18].
Отметим еще кристаллы и полупроводниковые материалы для электроники. В
проводимых исследованиях инженерных и природных объектов с указанными
материалами опираются, как правило, на приближенные аналитические и численные
решения. Такие задачи не содержат концентраций контактных напряжений, а решений
для создаваемых подземных сооружений практически нет. В статье [11] А. Гриффитс
изложил разработанную им теорию трещин, имеющих вид, представленный на рис. 1,
а в [18] приводятся уравнения трещин нового типа (рис. 2).

Сопоставление и дистанцирование каждого типа трещин детально изложено в [19].
В статье [20] с применением трещин нового типа предложен подход, позволяющий
исследовать напряженно-деформированное состояние произвольной совокупности
параллельных штолен. Исследования механического состояния подземных соору-
жений типа параллельных штолен горнодобывающих шахт удается выполнить с ис-
пользованием факторизационного метода [21]. Однако остается неизученным этап
сооружения параллельных штолен, включающий в себя образование полостей как
результат первоначальных выработок добываемого сырья. Начальные полости
достаточно близко геометрически подобны трещинам Гриффитса [11], однако вопрос
поведения  таких полостей в анизотропной среде не изучался.

Статья посвящена методу анализа и решениям задач для трещин Гриффитса в
анизотропных постановках. Результаты работы направлены на выявление зон
концентрации напряжений и изучение поведения границы подземной полости.

Интегральное уравнение

Для анизотропной слоистой среды рассмотрим интегральное уравнение [21]
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Здесь q(x1, x2) – нормальные перемещения берегов трещины; f (x1, x2) – напряжения,
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Рис. 2. Трещина нового типа.
Возведенное подземное сооружение

Рис. 1. Трещина Гриффитса. Этап начала
строительства подземного сооружения
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действующие на берега, предполагаемые симметричными; h(x1, x2) – ядро интеграль-
ного уравнения; функция H(u1, u2) – преобразование Фурье ядра интегрального
уравнения.

Пусть H(u1, u2) – аналитическая функция от комплексных переменных. Приме-
ним к (1) преобразования Фурье по координате x2. Тогда (1) сведем к уравнению с
вещественным параметром u2:
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Для краткости параметр u2 временно опустим. Пусть H(u1) – непрерывная ана-
литическая функция и, кроме того, ее поведение на бесконечности задает уравнение
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Соотношениям (3) удовлетворяют ядра интегральных уравнений для статического
случая трещин Гриффитса в многослойной анизотропной среде с берегами, параллель-
ными границам слоев.

Применим из [21] метод решения интегрального уравнения Винера – Хопфа на
конечном отрезке. Построим обобщенное решение.

Построение решения
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Решение дифференциального уравнения получим в форме
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Очевидно, для асимптотической формулы функции K(u1) имеет место
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Постоянные cm, m = 1, 2, в (4) нуждаются в определении.

На основе подхода из [21] приходим к решению двух функциональных уравнений
вида
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K±(u1) – результат факторизации функции K(u1) относительно вещественной оси
[21]. Здесь (x1), (x1) – функции, описывающие продолжение интегрального
уравнения (4) в области x1  –a и x1  a соответственно. Непрерывный контур 
такой, что 0 > –c > max Im u1, u1 , c > 0. Контур расположен в нижней ком-
плексной полуплоскости и асимптотически уходит на бесконечность так, что содержит
часть отрицательной мнимой полуоси, пересекая ее в одной точке. Контур огибает
сверху в нижней комплексной полуплоскости комплексные особенности всех
аналитических функций K(u1). Считаем, что контур расположен строго ниже веще-
ственной оси.

На основе формул из [21] можем записать
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В [21] доказано, что операторы ),( aM  в правой части (5) при рассмотрении их на
контуре  являются вполне непрерывными в пространстве C(), 0   < 1, вводимом
нормой || f || = max |u
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Осуществим факторизацию в виде произведения каждой функции K(u). Учтем
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Здесь +, – – верхняя и нижняя комплексные полуплоскости. Из асимптотической
формулы функции K(u1) для факторизованных функций следует свойство
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Лемма [21]. Оператор M(, a) является аналитической функцией параметра a,
регулярной в области Re a > 0. Существует такое a0  0, что имеет место неравенство
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Результаты исследования

Свойства решения (6) позволяют выявлять концентрацию контактных напряжений
в анизотропном случае. Принимая во внимание поведение функций
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и свойства функций K–(u1), K+(u1) из (8), после несложной оценки интеграла (6)
получим
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Из последнего уравнения находятся постоянные cm, m = 1, 2. Они вносятся в

представление q(x) и дают его ограниченное решение, описывающее поведение бе-
регов трещины. Для оценки возникающих в вершинах трещины напряжений
достаточно внести найденное решение в интегральное уравнение (1) и исследовать
интеграл  в областях x1  –a и x1  a.

Заключение

Имеется возможность прогнозировать состояние подземного сооружения,
представимого полостью – трещиной Гриффитса. В процессе последующего
строительства трещина Гриффитса преобразуется в трещину нового типа, детально
исследованную в [19].

Отдельные фрагменты работы выполнены в рамках реализации Госзадания на
2025 г. Минобрнауки, проект (FZEN-2023-0006), ЮНЦ РАН, тема 01201354241-0.
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Griffiths cracks, described in the early 20th century, are formed as a result of smooth continuous
deformation of elliptical or circular holes in a plate that are compressed from the sides and
eventually turn into cavities. These cavities have smooth boundaries, and the angle at the
crack's vertices is equal to the angle. Griffiths cracks have since found numerous applications
in engineering, materials science, and geotechnology. In addition to these, a new type of crack
appeared, resulting from the compression of a rectangle rather than an ellipse, as in Griffiths.
Their boundary is piecewise smooth, with two right angles. New type cracks proved to be
successful when applied in seismology, to describe the convergence of granite lithospheric
plates sliding on the basalt layer along the Conrad boundary. With their help, it is convenient
to model underground cavities of different sizes and different purposes, modeling real mines
and galleries quite accurately, successfully describing corners and walls. However, it should
be noted that such structures are the result of a long process of converting simple cavities into
similar types of rooms. During the initial excavation of the rock, these structures are more
similar to objects described by Griffiths fractures, which have boundaries without distinct flat
walls or right angles, and with close-set edges. This is due to the initial stages of construction.
Along with the previously considered underground structures using a new type of crack, this
article discusses an underground structure modeled by a Griffiths crack as the first stage of its
creation. Taking into account the characteristics of deep rocks, a theory is developed for the
first time that allows us to study this object in an anisotropic medium, which is typical for the
materials of the Earth's crust.

Keywords: Griffiths crack, anisotropic medium, integral equation, underground tunnel.
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