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Проведена оценка пределов выносливости при различных методах ус-
талостных испытаний: в полномасштабном эксперименте на нескольких
уровнях амплитуд переменных напряжений; в методах, связанных с оценкой
параметров уравнения подобия усталостного разрушения; в испытаниях,
проводимых форсированным методом «вверх-вниз». Каждый из этих ме-
тодов имеет ряд особенностей, определяющих основную цель: последующее
статистическое моделирование усталостных испытаний. Для построения
модели непараметрического моделирования анализируются усталостные
испытания алюминиевых, магниевых, титановых сплавов и легированных
сталей различной формы и размеров с разной степенью концентрации напря-
жений, что необходимо для генерации контрастных значений параметров
подобия усталостного разрушения.

Методика комбинированного статистического моделирования с элемен-
тами «бутстреп»-оценок и метода Монте-Карло имеет целью генерацию не-
параметрической функции распределения предела выносливости большого
размера. Результаты статистического моделирования могут быть использо-
ваны как для оценки статистических ошибок пределов выносливости, до-
верительных интервалов для этой справочной характеристики, так и для срав-
нительной оценки различных групп испытаний с помощью соответствую-
щего статистического критерия проверки гипотез. В качестве такого критерия
рассматривается биномиальный критерий или критерий знаков. Использо-
вана концепция обобщенной относительной кривой усталости, заключаю-
щейся в устойчивой стабильности параметров кривой усталости, отнесенных
к пределу выносливости для некоторой базовой долговечности, составляю-
щей обычно 107 или 106 циклов. Эта концепция существенно повышает об-
щий объем и информативность экспериментального материала, что особен-
но актуально на стадии проектирования авиационной техники, транспортных
и машиностроительных конструкций, работающих в условиях переменных
во времени напряжений и деформаций.
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Введение

Для надежного обоснования ресурса машин и конструкций, эксплуатируемых
под действием переменных во времени напряжений, необходима, в том числе,
правильная организация системы усталостных испытаний материалов, конструктивно
подобных образцов, элементов конструкций и натурных изделий [1–14]. В зави-
симости от целей исследований применяются различные методы усталостных испыта-
ний. При наличии достаточно большого объема объектов испытаний и отсутствии
значительных временны х ограничений проводят полноценные испытания на несколь-
ких уровнях амплитуд переменных напряжений для обоснований кривой усталости
в широком диапазоне долговечностей до разрушения или до образования усталост-
ных трещин [2, 3, 13–15]. Получение надежно обоснованной (базовой) кривой уста-
лости является идеальным случаем, позволяющим прогнозировать расчетные харак-
теристики выносливости, такие как предел выносливости, осуществлять расчет долго-
вечности при действии немонотонного спектра нагружения, существенно упростить
оценку характеристик сопротивления усталости натурной детали и многое другое.

Повышению эффективности исследований усталостных свойств ответственных
изделий авиационной техники, транспортных и машиностроительных конструкций
способствуют расчетно-экспериментальные методы оценки характеристик сопротив-
ления усталостному разрешению. К числу таких методов следует отнести теорию по-
добия усталостного разрушения В.П. Когаева [16, 17], концепцию обобщенной кривой
усталости М.Н. Степнова, Е.В. Гиацинтова [1], теорию слабого звена В.А. Вейбул-
ла [15], теорию усталостного разрушения Н.Н. Афанасьева [18] и другие.

Во всех случаях главной проблемой с точки зрения статистического анализа ре-
зультатов усталостных испытаний является то, что предел выносливости невозможно
непосредственно измерить (в отличие, например, от временного сопротивления, пре-
дела текучести и других справочных характеристик механических свойств матери-
алов), он может быть определен лишь косвенно, например путем экстраполяции
(или интерполяции) по кривой усталости. Поэтому методы статистического анализа
по отношению к этой важной справочной характеристике, строго говоря, не-
приемлемы, особенно в части проверки статистических гипотез, которые имеют дело,
как правило, с прямыми измерениями случайных величин. Кроме того, вероятностные
распределения предела выносливости не обладают надежностью в силу ограничен-
ности размеров выборок даже при наличии кривых усталости, так как испытывать
на каждом уровне нагрузки более 5–10 образцов не всегда возможно по причинам,
которые отмечены выше. В этих условиях представляется целесообразным разработать
и применять на практике непараметрические методы анализа в совокупности с мето-
дами статистического моделирования, которые позволяют не выходить за рамки реали-
зованных пусть даже в ограниченном эксперименте результатов наблюдений.

Целью настоящей статьи является разработка и анализ непараметрических ме-
тодов оценки распределения пределов выносливости с применением статистического
моделирования.
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1. Расчетно-экспериментальная оценка предела выносливости

1.1. Оценка параметров кривой усталости методом наименьших квадратов.
Задача оценки параметров кривой усталости представляет собой стандартную задачу
регрессионного анализа с одним факторным признаком, в роли которого выступает
амплитуда цикла переменного напряжения. При этом план испытаний сопровождается
неравномерным дублированием опытов, что вызывает необходимость применения
взвешенного метода наименьших квадратов (МНК). Формы уравнений кривой
усталости подробно описаны в литературе [1–3, 13, 14]. Число параметров уравнения
кривой усталости обычно не превышает двух-трех. Рассмотрим упрощенный вариант
МНК для двухпараметрической линейной модели вида:

),( xxbay  (1)
где y – вектор наблюдений (зависимая случайная величина), x – вектор факторов
(независимая случайная величина). Отметим, что в этом случае распределение
случайной величины y предполагается асимптотически нормальным. Относительно
распределения независимой случайной величины x никаких предположений не
делается. МНК заключается в минимизации «взвешенной» скалярной суммы квад-
ратов:
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Вторые производные определяют информационную матрицу Фишера:
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Элементы обратной матрицы  –1 определяют дисперсии оценок параметров:
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– дисперсия вектора ),( xxbay 


 соответствующая заданным значениям век-
тора x; t, 1 – , n – 2 – квантиль распределения Стьюдента уровня  или 1 –  для числа
степеней свободы  f = n – 2, где  

 m
i inn 1  – общий объем испытаний,  – дове-

рительная вероятность (обычно  = 0,95).
Для оценки параметров квантильной кривой усталости (то есть кривой усталости

равной вероятности) при нормальном распределении yi во все уравнения вместо yi
следует подставлять квантиль ,

iypipi Szyy   а вместо весовой функции i – об-
ратную величину приближенной оценки дисперсии квантиля:
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Параметры уравнения заменяются их оценками. Если распределение зависи-
мой случайной величины yi не известно или отличается от нормального закона, в
уравнения (3), (4) следует подставлять медиану эмпирического распределения yi.

Для уравнения кривой усталости, обоснованного для большой группы алюми-
ниевых, магниевых литых и деформируемых сплавов [1],


  )(lg1 NAa (5)

возможны следующие варианты линеаризации для приведения к схеме рассмотренной
линейной модели:

)/(exp,/1,lgln),(ln 1 baxAbNyx a  

или

,/,/1,)(lg, 1 baxAbNyx a  


где N – количество циклов до разрушения.
Для уравнения кривой усталости, применяющегося для сталей [15],


  NBa 1 (6)

соответствующие преобразования для приведения к схеме рассмотренной линейной
модели имеют вид:

)./(exp,/1,ln),(ln 1 baxBbNyx a  

Степенная форма кривой усталости
m

a NC  )( (7)

является частным случаем соотношения (6). Параметр  –1 является по сути пределом
неограниченной выносливости. Геометрически – это асимптота, к которой стремится
кривая усталости при N . Определять этот параметр рекомендуется последова-
тельными приближениями величины –1 в диапазоне от 0 до минимального значения
амплитуды напряжения цикла, реализованного в эксперименте, минимизируя
остаточную дисперсию Q (2). При этом (a – –1) должно оставаться больше нуля.
Для легких сплавов величина предела неограниченной выносливости –1 [1] находит-
ся в диапазоне (0,450,5)aпри 107. Для натурных изделий этот пара-
метр обычно равен нулю в соответствии со степенной формой кривой усталости (7).

Фактор x представляет собой амплитуду напряжения цикла a или некоторую
функцию (например, логарифм) от этой величины для приведения уравнения кривой
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усталости к базовой форме (1), например )(ln 1 ax  для уравнения (5) или

ax  ln  для формулы (6). При равных выборочных дисперсиях const2 
iyS  весоваяая

яфункци i = 1 для всех i. При малых размерах выборки ni = 1, 2, 3 также следует
принимать i = 1 для всех i.

Дисперсия случайной величины Ny lgln  на основе теоремы о дисперсии
функции случайной величины в первом приближении определяется из соотношения

,
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где 2
lg NS  – выборочная дисперсия логарифма долговечности, определяемая на каждомм

уровне амплитуды напряжения цикла; lg N– – выборочное среднее значение логарифма
долговечности на данном уровне амплитуды.

Примеры представления результатов усталостных испытаний для оценки предела
выносливости, параметров уравнения кривой усталости и последующего статисти-
ческого моделирования для гладких образцов диаметром 8 мм титанового сплава
ВТ3-1 представлены в таблицах 1, 2 [19].

Таблица 1
Логарифмы долговечности lg N гладких образцов при изгибе с вращением  = 1,0

(теоретический коэффициент концентрации напряжений)

№ a = 550 МПа a = 500 МПа a = 450 МПа a = 400 МПа
1 4,637 5,002 5,369 6,114
2 4,77 5,038 5,599 6,336
3 4,783 5,073 5,618 6,621
4 4,809 5,079 5,629 6,851
5 4,845 5,192 5,803 6,911
6 4,921 5,298 5,829 7,368
7 5,137 5,482 5,903 7,454
8 5,164 5,51 6,078
9 5,459 5,63 6,343

10 5,653 6,445
11 5,739 6,633
12 5,985 6,77
13 6,224 7,103
14 6,373 7,211
15 6,48 7,232
16 6,762 7,441
17 6,935 7,454
18 7,414 7,632
n 9 18 18 7

lg N– 4,94722 5,82606 6,44956 6,80786
S lg N 0,25734 0,7251 0,75352 0,49712
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Таблица 2
Логарифмы долговечности lg N образцов с кольцевым надрезом

при изгибе с вращением  = 1,4
№ a = 550 МПа a = 450 МПа a = 400 МПа a = 350 МПа a = 310 МПа
1 3,968 4,659 4,486 5,445 5,384
2 4,342 4,736 5,34 6,073 6,072
3 4,375 4,761 5,437 6,392 6,541
4 4,436 4,79 5,476 6,42 6,549
5 4,484 4,878 5,536 6,549 6,575
6 5,039 5,659 6,591 6,666
7 5,085 5,944 6,652 6,981
8 5,109 6,568 6,901 7,832
9 5,304 6,63 6,933 7,88

10 5,514 6,653 7,079 7,883
11 7,16 7,906
12 7,167 7,945
13 7,202 7,989
14 7,58
n 5 10 10 14 13

lg N– 4,321 4,9875 5,7729 6,72457 7,09254
S lg N 0,20479 0,27442 0,68995 0,54522 0,86633

1.2. Оценка предела выносливости на базе критерия подобия усталостно-
го разрушения. Основное уравнение теории подобия усталостного разрушения
В.П. Когаева имеет вид:

,/lg/lg)1(lg ))()(( 0 szGLGL p  (9)

где  = max/u; max = –1d  – максимальное значение первого главного напряжения
в зоне концентрации, соответствующее пределу выносливости детали –1d;  –
теоретический коэффициент концентрации напряжений; u = 0,5–1 – значение предела
выносливости гладкого круглого бруса бесконечно большого диаметра при изгибе
с вращением, определяющего нижнюю границу повреждающих напряжений; zp –
квантиль нормированного нормального распределения уровня вероятности P; s –
среднее квадратичное отклонение случайной величины y = lg( – 1); L – часть пе-
риметра поперечного сечения, в котором действуют максимальные напряжения;
G  – относительный максимальный градиент первого главного напряжения в зоне
концентрации напряжений; 0)/lg ( GL  – параметр подобия образца стандартного раз-
мера. Так, например, при изгибе с вращением для круглого гладкого образца диамет-
ром d L = d, dGG /2/2/ max   [16], где  – радиус кривизны для образцов
с корсетной рабочей частью, и d задаются в миллиметрах. Например, для образцов
без корсетной рабочей части ( = ) d = 7,5 мм, .946,1)/(lg 0 GL  Это значение па-
раметра подобия используется в [16, 17, 20, 21]. Для образцов с корсетной частью
 = 40 мм, d = 8 мм, .923,1/lg 0)( GL

Параметр GL/  называется критерием подобия усталостного разрушения, а урав-
нение (9) – уравнением подобия, так как если деталь и модель имеют различные
абсолютные и относительные размеры, но имеют одинаковые значения параметра
подобия, то функции их распределения совпадают. Эта закономерность, справедли-
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вость которой подтверждается многими экспериментами, имеет большое практическое
значение, так как она дает возможность находить в первом приближении функции
распределения натурных деталей на основе испытаний образцов и моделей. В статьях
[22, 23] обосновано уравнение подобия на основе распределения Вейбулла:

,/lg/lg)1(lg ])()([ 0 pwGLGL   (10)

где ,2lnlg)]1/(1[lnlg  Pwp  получающегося из условия wp = 0 при P = 0,5.
Параметр  существенно зависит от базовой долговечности. В первом прибли-

жении, в диапазоне долговечностей 106–5107, этот параметр определяется соотно-
шением:

,/ 11   NN (11)

где индексом N обозначены характеристики для текущей долговечности, а –1
соответствует пределу выносливости для базовой долговечности, для которой
определяется  (обычно в качестве такой долговечности принимается база N0 = 106

или 107 циклов). Таким образом, для построения кривой усталости натурной детали
необходимо располагать параметрами медианной кривой усталости гладких лабора-
торных образцов и справочным значением параметра . Тогда функция распределения
предела выносливости натурной детали будет иметь вид:

.1015,0 ][ ))/(lg946,1(1
1

pN wGLN
d












 (12)

В формуле (12) –1N определяется по уравнениям кривой усталости (5), (6).
В таблицах 3, 4 представлены результаты расчетов параметров уравнения подобия

усталостного разрушения и расчетные значения пределов выносливости для алюми-
ниевых, магниевых, титановых сплавов и легированных сталей [1, 19–24].

Таблица 3
Параметры уравнения подобия усталостного разрушения

и пределы выносливости легких сплавов
Сплав  lg (L/G–) Пределы выносливости a, МПа

lg N = 5 lg N = 6 lg N = 7 lg N = 7,7
1 2 3 4 5 6 7

1,00 1,923 250 176 135 115
1,00 3,6 207 136 112 95
1,00 3,224 235 161 122 104

АВ 1,00 2,5026 247 167 130 110
1,45 1,266 260 190 140 119
1,86 0,98 274 200 148 126
2,27 0,7718 287 214 155 132

 N 0,0813 0,1195 0,0889 0,0901
1,00 1,923 146 93 74 58
1,00 2,26 121 82 67 54

МЛ5 1,57 1,578 144 108 80 64
1,87 1,379 170 123 94 75
2,28 1,1702 194 144 108 86

  N 0,2644 0,4027 0,3364 0,3468
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Таблица 3 (продолжение)
1 2 3 4 5 6 7

1,00 1,923 178 128 113 102
1,00 2,26 169 123 109 99

ВМ65-1 1,57 1,578 178 130 115 105
1,87 1,379 188 145 121 110
2,28 1,1702 195 158 126 115

N 0,0894 0,1806 0,1050 0,1151
1,00 1,946 550 473 409 374
1,90 2,44 526 450 395 367

ВТ3-1 1,40 1,23 654 528 444 400
2,36 0,74 711 551 457 412

N 0,1631 0,1068 0,0790 0,0658

Таблица 4
Параметры уравнения подобия усталостного разрушения

и пределы выносливости легированных сталей

Сплав  lg (L/G–) Пределы выносливости a, МПа
lg N = 4,6 lg N = 5 lg N = 6 lg N = 6,7

1 1,946 788 718 600 592
1 1,9055 794 715 596 595

12Х2НФА 1,5 1,23248 913 816 623 585
2 0,90633 976 846 670 606

2,6 0,652247 1060 861 619 618
N 0,1705 0,1227 0,0465 0,0187

1 1,946 602 552 490 466
1 1,9055 603 555 490 470

30ХГСА 1,5 1,23248 810 686 540 488
2 0,90633 850 736 510 514

2,6 0,652247 996 806 567 524
N 0,2770 0,2205 0,0755 0,0728

1 1,946 882 784 680 670
1 1,9055 875 784 683 658

45ХН2МФА 1,5 1,23248 1030 882 735 751
2 0,90633 1040 910 752 756
2,6 0,652247 1080 944 790 734

N 0,1335 0,1186 0,0891 0,0820

2. Статистическое моделирование усталостных испытаний

2.1. Статистическое моделирование распределения предела выносливос-
ти при построении кривой усталости. Моделирование осуществляется в соответ-
ствии с реальными данными усталостных испытаний. В таблицах 1, 2 представлены
подобные данные на примере усталостных испытаний гладких образцов диаметром
8 мм и образцов с кольцевым надрезом ( = 1,4) титанового сплава ВТ3-1 при из-
гибе с вращением.
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Основные этапы моделирования следующие:
1. Ввод исходных данных в соответствии с результатами усталостных испытаний

(таблицы 1, 2).
2. Генерация на каждом уровне амплитуды напряжения случайных чисел kij, i =

,,1 m  ,,1 inj   и формирование «бутстреп»-выборки [25, 26] из опытных значений
логарифмов долговечностей lg N(ki, j), m – количество уровней амплитуд, ni – объем
испытаний на i-м уровне.

3. Вычисление выборочных средних (или медиан) и дисперсий логарифмов
долговечностей на i-м уровне амплитуды напряжения.

4. Оценка параметров кривой усталости в соответствии с методикой, описанной
выше.

5. Оценка пределов ограниченной выносливости, соответствующих базовым
долговечностям, например lg Nb = 5; 5,5; 6, 6,5; 7. Для кривой усталости (5) ab =
= –1 + A(lg Nb)

–.
6. Повторение пунктов 2–5 M раз (значение M может колебаться в диапазоне

500–10000) и формирование случайной функции распределения предела выносли-
вости для каждого базового значения долговечности.

Программа моделирования на языке С++ представлена в репозитарии авторов
(https://github.com/AVL095/fatigue_tests_1). Полученная функция распределения
предела выносливости может использоваться в различных целях: например, для
оценки случайной ошибки определения этой характеристики, построения доверитель-
ных интервалов, сравнительной статистической оценки двух групп усталостных ис-
пытаний.

2.2. Статистическое моделирование предела выносливости на базе крите-
рия подобия усталостного разрушения. Статистическое моделирование методом
Монте-Карло с целью последующего сравнительного анализа конкурирующих кри-
вых усталости заключается в генерации равномерно распределенных случайных чисел
в диапазоне от 0 до 1 (вектор wp) и формировании случайного вектора –1d по фор-
муле (12). Исходные данные для моделирования определяются экспериментальным
или расчетным путем. В качестве примера таких данных в таблицах 3, 4 представлены
результаты обработки усталостных испытаний алюминиевых, магниевых, титановых
сплавов и легированных сталей различного типоразмера, необходимого для функцио-
нирования модели. Программа статистического моделирования с последующим пар-
ным сравнением кривых усталости представлена в репозитарии https://github.com/
AVL095/fatigue_tests_2.

В дальнейшем предполагается рассмотреть методику сравнительной попарной
оценки нескольких групп усталостных испытаний на базе статистического моделиро-
вания и биномиального критерия.

Заключение

Разработаны методы оценки пределов выносливости при построении кривых
усталости, параметров уравнения подобия усталостного разрушения с целью после-
дующего статистического моделирования усталостных испытаний.

Проведен анализ результатов усталостных испытаний литых и деформируемых
алюминиевых, магниевых, титановых сплавов и легированных сталей, необходимый
для построения моделей «бутстреп»-моделирования и метода Монте-Карло. Анализу
подвергались образцы различного типоразмера разной степени концентрации
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напряжений для получения контрастных значений параметра подобия усталостного
разрушения.

Разработана методика комбинированного статистического моделирования при
построении кривых усталости на базе критерия подобия усталостного разрушения с
элементами «бутстреп»-оценок и метода Монте-Карло, позволяющая обосновать
непараметрическую функцию распределения предела выносливости, которая может
быть использована для оценки случайной ошибки определения предела выносливости,
построения доверительных интервалов и других характеристик распределения.
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The work is devoted to the estimation of endurance limits in different fatigue testing methods:
full-scale experiment at several levels of variable stress amplitudes, methods related to the
estimation of parameters of the fatigue fracture similarity equation, tests carried out by the
forced up-down method. Each of these methods has a number of features that determine the
main objective: the subsequent statistical modeling of fatigue tests. To build a non-parametric
simulation model, the paper analyzes fatigue tests of aluminum, magnesium, titanium alloys
and alloy steels of different shapes and sizes with different degrees of stress concentration,
which is necessary to generate contrasting values of fatigue fracture similarity parameters.
The technique of combined statistical modeling with elements of “bootstrap” estimation and
Monte Carlo algorithm has the purpose of generating a non-parametric distribution function of
large size endurance limit. The results of statistical modeling can be used both for estimation of
statistical errors of endurance limits, confidence intervals for this reference characteristic, and
for comparative evaluation of different groups of tests using an appropriate statistical criterion
for hypothesis testing. In the paper, the binomial criterion or sign criterion is considered as
such a criterion. The paper uses the concept of generalized relative fatigue curve, which
consists in the steady stability of fatigue curve parameters referred to the endurance limit for
some basic durability, which is usually 107 or 106 cycles. This concept significantly increases
the total volume and informativeness of the experimental material, which is especially relevant
at the design stage of aircraft, transportation and machine-building structures operating under
conditions of time-variable stresses and deformations.

Keywords: fatigue tests, endurance limit, up-down method, fatigue fracture similarity criterion,
bootstrap modeling, Monte Carlo algorithm, statistical hypothesis testing criteria.


