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Особенностью расчетов надежности конструкций является ограничен-
ная возможность определения достоверности результатов. В связи с этим
возрастают требования к выбору моделей развития повреждений и критериев
предельного состояния конструкций. Рассмотрены модели роста сквозных
и поверхностных усталостных трещин в виде уравнения Пэриса и зависи-
мости, описывающей три участка кинетической диаграммы разрушения.
Проведено сравнение приближенных методов линеаризации функции проч-
ности в окрестности точки математического ожидания и наиболее вероятной
точки с методом прямого интегрирования плотностей распределения слу-
чайных параметров по области их допустимых значений. Показано, что ис-
пользование моделей роста трещин, описывающих только средний участок
кинетической диаграммы усталостного разрушения, может приводить к су-
щественным ошибкам при оценке вероятности безотказной работы. Для по-
верхностных трещин принят двухкритериальный подход к описанию диа-
граммы разрушения согласно BS 7910. Этот подход в отличие от критерия
Ирвина позволяет исключить завышенные оценки критических размеров
поверхностных дефектов при их переходе к сквозным трещинам в случае не-
выполнения условий хрупкого разрушения. Для фиксированного числа цик-
лов нагружения показана возможность построения границы области допус-
тимых значений начальных размеров поверхностных дефектов на основе ап-
риорного определения траектории фронта трещины. Дифференциальная
связь между глубиной и протяженностью трещины определяется отноше-
нием скоростей ее роста по соответствующим направлениям. Выполнен
учет наблюдаемой положительной корреляции параметров начальных раз-
меров поверхностных дефектов. Показано, что положительная корреляция
приводит к снижению оценки вероятности безотказной работы конструкции
по критерию образования течи.

Ключевые слова: рост усталостных трещин, надежность, траектория
фронта трещины, корреляция размеров дефекта.
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Введение

Оценка прочности и ресурса конструкций, работающих в условиях усталостного
нагружения и содержащих дефекты несплошности металла в виде трещин, является
актуальной задачей для многих отраслей техники, включая авиационную [1], морскую
[2, 3] и энергетическую [4]. Наличие трещин в конструкциях обусловлено не только
эксплуатационными факторами, такими как усталость, коррозия, но и является ре-
зультатом технологической наследственности [4–7].

Концепция детерминированного подхода к расчету ресурса конструкции на стадии
роста усталостной трещины (РУТ) учитывает стохастичность результата введением
коэффициента запаса. Ограниченность этой концепции обусловлена тем, что па-
раметры, определяющие ресурс конструкции, имеют различную степень случайности
и оказывают разный уровень влияния на процесс РУТ. В связи с этим в настоящее
время для конструкций с усталостными трещинами активно развиваются вероят-
ностные подходы оценки показателей их надежности и подходы, использующие для
прогнозирования разрушения нейросетевые модели [8–10].

Среди вероятностных подходов можно выделить направление, основанное на
использовании теорий винеровского процесса [11] и цепей Маркова [12]. В рамках
этих теорий, как и в моделях нейронных сетей, не используются теоретические модели,
описывающие физические процессы разрушения, что предопределяет ограниченность
таких подходов.

Наибольшее развитие получили подходы, использующие модели РУТ, что обус-
ловлено накопленным объемом знаний в области механики разрушения. Модель
усталостного разрушения конструкции при наличии трещин включает в себя три
составляющих: определение начального размера дефекта, описание кинетики трещины
и определение критического состояния конструкции. Каждая составляющая опреде-
ляется величинами, имеющими вероятностную природу. К ним относятся геометри-
ческие параметры конструкции и трещины, параметры нагружения и свойства ма-
териала.

Основной моделью РУТ, используемой в большинстве работ [13–21], является
модель Пэриса и ее модификации в виде уравнений Формена, Уолкера, Уилера,
позволяющие учесть влияние таких факторов, как асимметрия цикла нагружения
[21–23], перегрузки [24, 25]. В рамках этих моделей в качестве случайных величин
(СВ) рассматривались коэффициенты уравнений, определяющие свойства материалов
[13, 20, 23, 25], начальный размер сквозных [13, 26, 27] и поверхностных трещин
[14, 15, 17, 24, 25], нагрузка [13, 28], геометрические параметры конструкции [29].
При рассмотрении поверхностных трещин использованы такие ограничения, как учет
только одного размера трещины по глубине [15, 16, 19, 24, 25], фиксирование ее
формы [28], применение пошаговой процедуры изменения размеров трещины [14,
17, 18, 20]. Общим недостатком применения модели Пэриса является соответствие
полученных результатов только среднему участку кинетической диаграммы усталост-
ного разрушения (КДУР). Для корректного прогнозирования ресурса конструкций
требуется использование моделей РУТ, учитывающих особенности развития трещин
в пороговой области КДУР, характерной для малых начальных размеров дефектов
[27, 30, 31].

В качестве критерия предельного состояния конструкции с усталостной трещиной
в приведенных выше публикациях, за исключением [28, 30], применяется критерий
Ирвина, который налагает ограничение на использование полученных результатов в
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виде условия хрупкого разрушения. В случае ограниченного линейного размера
конструкции в направлении развития трещины, что характерно для поверхностных
дефектов, требуется использование двухкритериального подхода к описанию разру-
шения [32].

Вероятностная постановка задачи об усталостном разрушении конструкций сво-
дится к нахождению вероятности безотказной работы (ВБР), зависящей от числа
циклов нагружения. Прямым методом решения такой задачи является использование
алгоритма статистических испытаний Монте-Карло [14, 17, 23–25 ]. Основным недо-
статком этого метода является его высокая трудоемкость, особенно для высоконадеж-
ных систем, в связи с чем его используют для сравнения с альтернативными подхода-
ми [10, 28, 29]. Альтернативные подходы основаны на введении аппроксимаций в
условие, определяющее предельное состояние конструкции и представляющее собой
функцию случайных параметров. Наибольшее распространение получил метод ли-
неаризации функции прочности в наиболее вероятной точке, имеющий аббревиатуру
FORM (First Order Reliability Method), эффективность которого показана в [13, 22,
28, 29]. Для лучшего приближения функции предельного состояния используется
метод SORM (Second Order Reliability Method), учитывающий квадратичные члены
разложения функции в ряд Тейлора [28].

Существенное упрощение рассматриваемой задачи возможно введением в
выражение для скорости РУТ аппроксимации, позволяющей получить аналитическое
выражение интеграла, связывающего число циклов до разрушения с параметрами
модели [16, 19, 26]. Использование такого подхода ограничено простейшими случаями
геометрии конструкции.

Применение простейших моделей РУТ, не учитывающих ряд факторов, влияющих
на развитие разрушения, приводит к ошибкам оценки ресурса конструкций. В связи
с этим в настоящее время активно разрабатывается байесовский подход к прогно-
зированию разрушения с использованием результатов наблюдений за ростом трещин
[18–20, 24]. Развитие такого подхода в сочетании с нейросетевыми моделями позво-
ляет создавать цифровые двойники ответственных объектов [10, 21].

В настоящей статье рассмотрен ряд актуальных вопросов. Выполнен анализ
влияния на оценку надежности конструкций в условиях РУТ различных расчетных
методов и моделей. Представлено решение задачи для поверхностных трещин со
случайными начальными размерами, имеющими корреляционную связь. Результаты
получены с использованием модели РУТ, описывающей три участка КДУР, и двух-
критериального подхода к оценке предельного состояния.

1. Анализ моделей надежности в условиях РУТ

Критерий предельного состояния конструкции в условиях РУТ может быть пред-
ставлен в различной форме:

,)(,)(, ccc KnKLnLNn  (1)
где n, L(n), K(n) – текущие значения числа циклов нагружения, размера трещины и
коэффициента интенсивности напряжений (КИН) в вершине трещины; Nc, Lc, Kc –
критические значения указанных величин.

Третье соотношение из (1) имеет ограничение по применению и распространяется
только на случаи хрупкого разрушения. Первые две формулировки эквивалентны,
но использование в качестве критериального параметра размера трещины вызывает
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трудности для несквозных дефектов, характеризующихся протяженностью и глуби-
ной. Далее используется первое из соотношений (1), в котором число циклов до
разрушения определяется выражением

,
0

1dlvN
cl

l
c   (2)

где v – скорость РУТ, выражение для которой в рамках модели Пэриса имеет вид:
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Для описания полной КДУР принято соотношение, предложенное в [33]:
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где Kth – пороговый КИН; Kfc – циклическая вязкость разрушения; C, m – параметры
циклической трещиностойкости материала.

С учетом принятого критерия разрушения условие прочности в вероятностной
постановке запишется в виде:

,0),(  nNnZ cX (5)

где X = (X1, X2, …, Xk) – вектор СВ, входящих в модель РУТ.
Вероятность выполнения условия (5), определяющая ВБР, может быть получена

из двух эквивалентных выражений:
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где fz(z), fX(X) – плотности распределения СВ Z и X;  fX(X) = f (x1) f (x2)…f (xk) для
независимых Xi ; [D(X)] – область допустимых значений X, удовлетворяющих (5).

Из зависимостей (6) следует, что при отсутствии аналитического выражения ин-
теграла (2) требуется использовать численные методы аппроксимации функций  fz(z)
и границы [D(X)]. Для случая сквозной изолированной трещины в бесконечной
плоскости в условиях однородного растяжения напряжением p использование фор-
мулы (3) в зависимости (2) позволяет получить аналитическое выражение для функции
прочности:
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Аппроксимация плотности распределения fz(z) основана на разложении функции

прочности (5) в ряд Тейлора в окрестности или точки математического ожидания,
или наиболее вероятной точки по методу FORM. Полученные в ходе линеаризации
функции Z значения математического ожидания и дисперсии принимаются в качестве
параметров ее нормального распределения. Использование разложения в точке ма-
тематического ожидания позволяет определить ВБР в виде функции R(n). Метод
FORM включает в себя дополнительную процедуру поиска наиболее вероятной точки
и дает решение для дискретных значений n. Аппроксимация границы допустимой
области [D(X)], соответствующей условию Z = 0, может быть выполнена как для
дискретных значений n, так и в виде функции от n.

Сравнительный анализ методов оценки R(n) выполнен для сквозной изолиро-
ванной трещины при случайном характере начальной X1 = L0 и критической X2 = Lc
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длин трещины, распределенных по нормальному закону с параметрами ,012,0 м
0
l

.ммм 05,0,175,0,004,0
0


cс lll  В расчетах принято  p = 100 МПа, C0 =

= 310–11, m0 = 2,9. Сравнение результатов, представленных на рис. 1, проведено по
отношению к решению, полученному по второму из соотношений (6) с использо-
ванием аналитического выражения (7) при Z = 0:
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На рисунке обозначено: 1 – расчет по зависимости (8); 2 – по методу линеари-
зации в точке математического ожидания; 3 – по методу FORM.

Из полученных результатов следует, что из методов аппроксимации функции
fz(z) лучшее приближение дает использование ее линеаризации в наиболее вероятной
точке по сравнению с точкой математического ожидания. Применение одномерной
и двумерной сплайн-аппроксимаций границ допустимых областей соответственно
вида [D(X)] и [D(X, n)] дают результаты, совпадающие с расчетами по зависимо-
сти (8). Анализ влияния на оценку R(n) учета трех участков КДУР выполнен с исполь-
зованием зависимостей для скорости РУТ (3) и (4) в случае сквозной изолирован-
ной трещины. Принят случайный характер начальной длины трещины X1 = L0, рас-
пределенной по нормальному закону с варьируемыми значениями математическо-
го ожидания. На рис. 2 приведены зависимости R от числа циклов.
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Рис. 1. Зависимость ВБР от числа циклов нагружения
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Числа на рисунках соответствуют значениям: 2;5,1;1/
th0
 ll  при  

thl

 // 2
th )( pK  (рис. 2а) и 5,0;75,0;1/

fc0
 ll  при  // 2

fc )(
fc

pKl  (рис. 2б). Ре-
зультаты расчетов показывают возможное существенное влияние на оценку ВБР
выбора модели РУТ.

2. Оценка надежности в условиях усталостного роста
поверхностной трещины

Результаты анализа данных неразрушающего контроля различных видов конструк-
ций показывают, что для описания размеров дефектов могут быть приняты распре-
деления Вейбулла, логнормальное, обобщенное экстремальных значений [5, 7, 29].
В настоящем исследовании использованы данные по поверхностным дефектам в
продольных сварных швах сосудов, глубина h и протяженность 2c которых имеют
логнормальное распределение [30]. С учетом выявленной корреляционной зависи-
мости между указанными величинами их совместное распределение принимает вид:
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где x1 = h, x2 = c, 1 = –0,4712, 2 = 2,8745, 1 = 0,4635, 2 = 0,5334,  = 0,294.
Модель РУТ включает в себя выражение для скорости (4) и двухкритериальный

подход к определению критической глубины дефекта [32], в рамках которого прини-
мается описание диаграммы разрушения в виде:

,,65,0exp7,03,014,01 max
62 )]()[( rrrrr SSSSK  (9)

где Kr = K/Kfc, Sr = ref /0,2, Srmax = (b + 0,2)/(20,2), ref  – среднее расчетное на-
пряжение в сечении, ослабленном фронтом трещины.

Следует отметить, что использование аппроксимации диаграммы разрушения в
виде (9) приводит к консервативным оценкам критических состояний в случае по-
верхностных дефектов [34].

Число циклов РУТ до критического размера, связанного с образованием течи,
определяется выражением, аналогичным (2), в котором интегрирование выполняется
по глубине трещины h, что требует априорной зависимости между параметрами гео-
метрии трещины в виде c = c(h). Аналогичное требование налагается и на исполь-
зование аппроксимации (9) при определении критических размеров дефекта. Решение
этой проблемы в отличие от пошагового алгоритма приращения размеров дефекта
основано на дифференциальной зависимости между c и h, получаемой из отношения
скоростей по протяженности и глубине трещины dc/dh = vc /vh, где vc  и vh определя-
ются по (4) через соответствующие значения КИН. Решение получаемого таким об-
разом дифференциального уравнения при начальных значениях h0 и c0 дает траек-
торию развития фронта трещины c = c(h). Использование зависимости (4) учитывает
отмеченную в [20] возможную задержку развития трещины по протяженности до
момента выполнения в указанном направлении условия K > K th. Такой подход поз-
воляет определить начальные размеры дефектов, достигающих критического состоя-
ния в соответствии с (9) при заданном Nc. Сплайн-аппроксимация полученных значе-
ний h0 и c0 определяет границу допустимых начальных размеров дефектов для фик-
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сированного числа циклов нагружения n. Результаты вычислений для случая Nc =
= 2104 циклов представлены на рис. 3 при следующих принятых параметрах модели:
C = 1,2710–5, m = 0,7, K th = 6,2 МПам1/2, K fc = 90 МПам1/2, 0,2 = 345 МПа, b =
= 490 МПа, p = 245 МПа. В расчетах использованы зависимости для КИН, рекомен-
дованные в [35]. На рисунке обозначено: 1 – граница допустимых начальных
размеров, 2 – граница критических размеров, 3 – траектории развития фронта трещин.

Оценка ВБР при различных значениях n выполнена по второй зависимости (6)
для случаев наличия и отсутствия корреляции между параметрами h0 и c0 (рис. 4).
Из полученных результатов следует, что неучет положительной корреляционной за-
висимости между параметрами, определяющими начальную геометрию несквозного
дефекта, приводит к завышенным оценкам ВБР.

Полученные результаты оценки ВБР соответствуют одному дефекту в конструкции.
При множественной дефектности, наблюдаемой в сварных швах, вероятность
существования k дефектов на участке сварного шва протяженностью s может быть
описана, согласно [5], законом Пуассона: !./)exp()()( ksss k

k   При равных ус-
ловиях нагружения в пределах участка  выражение для ВБР примет вид:

.)(1exp)()(),(
0

)]([

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Рис. 3. Область допустимых начальных размеров дефектов
при фиксированном числе циклов до разрушения
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Рис. 4. Влияние на ВБР корреляции между размерами дефектов
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Заключение

Особенностью выполнения расчетов надежности конструкций является огра-
ниченная возможность экспериментального подтверждения достоверности резуль-
татов. В связи с этим возрастают требования к обоснованию выбора расчетных моде-
лей перехода конструкции в предельное состояние. При наличии дефектов определя-
ющими являются модели РУТ и критерии разрушения. Из полученных результатов
следует, что использование моделей РУТ, описывающих только средний участок
КДУР, может приводить к существенным ошибкам при оценке ВБР. Результаты вы-
числений показывают, что для поверхностных трещин критическое состояние, свя-
занное с образованием сквозного дефекта, наступает существенно раньше выполне-
ния критерия Ирвина. Показано, что оценка ВБР без учета существующей корреляции
случайных параметров модели может приводить к опасным ошибкам.

В качестве случайных величин рассмотрены начальные размеры трещин, что
является одним из основных факторов неопределенности априорной оценки ресурса
конструкций. Оценка R(n) получена интегрированием плотностей распределения СВ
начальных размеров дефектов по области их допустимых размеров. Построить гра-
ницу области допустимых значений позволяет априорное определение траектории
фронта трещины. Увеличение числа учитываемых СВ затрудняет построение этой
области и в общем случае требует привлечения приближенных методов расчета.
В то же время следует заметить, что выражение (8) отражает подход использования
условных функций надежности [36], что является альтернативой приближенным
методам.
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A feature of structural reliability calculations is the limited ability to determine the validity of
the results. In this regard, the requirements for the selection of damage development models
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and criteria for the limiting condition of structures are increasing. Models of the growth of
through and surface fatigue cracks are considered in the form of the Paris equation and the
dependence describing three sections of the kinetic fracture diagram. The approximate methods
of linearization of the strength function in the vicinity of the mathematical expectation point
and the most probable point are compared with the method of direct integration of the densities
of the distribution of random parameters over the range of their acceptable values. It is shown
that the use of crack growth models describing only the middle section of the kinetic diagram
of fatigue failure can lead to significant errors in estimating the probability of trouble-free
operation. For surface cracks, a two-criteria approach has been adopted to describe the fracture
diagram according to BS 7910. This approach, unlike the Irwin criterion, makes it possible to
exclude overestimated estimates of the critical dimensions of surface defects during their
transition to through cracks in the event of failure to meet the conditions of brittle fracture. For
a fixed number of loading cycles, the possibility of constructing the boundary of the range of
permissible values of the initial dimensions of surface defects based on a priori determination
of the trajectory of the crack front is shown. The differential relationship between the depth
and extent of a crack is determined by the ratio of its growth rates in the corresponding
directions. The observed positive correlation of the parameters of the initial sizes of surface
defects is taken into account. It is shown that a positive correlation leads to a decrease in the
estimate of the probability of failure-free operation of the structure according to the leak
formation criterion.

Keywords: fatigue crack growth, dependability, crack front trajectory, defect size correlation.


