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КИНЕМАТИЧЕСКОЕ НАГРУЖЕНИЕ ПЛОСКОГО ТЕСТ-ОБРАЗЦА
С УЧАСТКАМИ ДВУХСТОРОННЕГО ЗАКРЕПЛЕНИЯ.
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Построена иерархическая последовательность трансформационных ма-
тематических моделей геометрически нелинейного деформирования стерж-
ня-полосы (тест-образца), состоящего по длине из незакрепленного и двух-
сторонне закрепленных концевых участков. Предполагается, что его осевое
растяжение и сжатие осуществляется путем кинематического нагружения
закрепленного участка за счет сил трения, возникающих между стержнем и
жесткими элементами приспособления и обеспечивающих реализацию од-
ной из известных схем нагружения в соответствии с существующими стан-
дартами испытаний. На участке двухстороннего закрепления стержня рас-
сматриваемый способ нагружения обеспечивает также и сжатие стержня в
поперечном направлении. Построенные для закрепленных участков уравне-
ния основаны на кубической аппроксимации осевых перемещений по тол-
щине и квадратичной аппроксимации прогиба, которые преобразуются в
другую модель путем их подчинения в точках граничных поверхностей ус-
ловиям кинематического сопряжения с жесткими элементами приспособ-
ления для испытаний с заданными перемещениями. Для незакрепленного
участка по толщине стержня для осевых перемещений принята кубическая,
а для прогиба – линейная аппроксимации, в дополнение к которым также
использованы известные модели Тимошенко с учетом и без учета попереч-
ного обжатия и классическая модель Кирхгофа – Лява. Выведенные для при-
нятых моделей деформирования одномерные геометрически нелинейные
кинематические соотношения основаны на использовании соотношений
теории упругости, записанных в упрощенном квадратичном приближении.
В них сохранены такие геометрически нелинейные слагаемые, которые, имея
необходимую степень точности и содержательности, позволяют выявить
как классические изгибные, так и неклассические поперечно-сдвиговые
формы потери устойчивости стержней при их статических испытаниях на
сжатие и изгиб. Для всех принятых моделей деформирования составлены
кинематические условия сопряжения участков, с использованием которых,
исходя из вариационного принципа Лагранжа, получены уравнения равно-
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весия участков стержня и статические (силовые) условия сопряжения их ре-
шений. Анализ построенных уравнений показал, что поперечное сжатие
стержня на участках закрепления при динамических процессах деформиро-
вания неразрезных стержней облегчает трансформацию изгибных форм
колебаний незакрепленного участка в продольно-поперечно-сдвиговые фор-
мы колебаний закрепленного участка.

Ключевые слова: волокнистый композит, стержень-полоса, тест-обра-
зец, закрепленный и незакрепленный участки, растяжение и сжатие, геомет-
рическая нелинейность, трансформационная уточненная модель деформи-
рования, кинематическое нагружение.

Введение

Однонаправленные волокнистые композитные материалы (ВКМ) в настоящее
время находят широкое применение для изготовления тонкостенных элементов кон-
струкций в изделиях судостроения и аэрокосмической техники. В направлении тол-
щины они, как правило, состоят из достаточно большого количества разнонаправ-
ленных монослоев малой толщины, относящихся к классу ортотропных и характери-
зующихся в осях ортотропии x1, x2, z модулями упругости первого рода E1, E2 = E3,
связанных зависимостями вида E131 = E313, … (13, 31, … – коэффициенты Пу-
ассона) и модулями упругости второго рода (модулями сдвига) G12 = G13, G23. Об-
ладая сравнительно высокими прочностными характеристиками при растяжении,
ВКМ характеризуются значительно меньшими значениями прочностных свойств при
сжатии. Круг задач и достаточно простые для понимания их решения, связанные с
испытаниями на сжатие тест-образцов из таких композитов и анализом видов разру-
шения при сжатии, в доступной форме освещены в монографии [1]. Известно, что
при испытаниях тест-образцов поведение волокнистого композитного материала при
сжатии в направлении волокон принципиально отличается от поведения при рас-
тяжении: при растяжении как образец, так и структура материала самоориентируют-
ся вдоль нагрузки, в то время как при сжатии материал (образец) стремится «уйти»
из-под нагрузки [1].

В сравнении с экспериментами на растяжение экспериментальное определение
механических свойств волокнистых композитов при сжатии представляет собой го-
раздо более сложную задачу. Связано это с особенностями передачи нагрузки на ра-
бочую часть образца. Существуют три наиболее используемых стандарта испыта-
ний, в соответствии с которыми обеспечивается торцевое, касательное или комбини-
рованное приложение нагрузки на тест-образец (рис. 1): 1 – ;0,0,0 0
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Торцевое нагружение тест-образца осуществляется, например, в соответствии
со стандартом ASTM D695. Согласно ему, образец с подкрепленной металлическими
пластинами рабочей частью длиной около 40 мм нагружается жесткими плитами

Рис. 1. Схемы нагружения образцов при испытаниях на сжатие
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через торцы. Такие испытания являются относительно простыми в реализации, однако
разрушение торцов тест-образца от действия контактных напряжений является
высоковероятным для высокопрочных однонаправленных волокнистых композитов.
Поэтому такую технологию испытаний можно применять только для волокнистых
композитов, имеющих небольшое соотношение предела прочности к модулю по-
перечного сдвига.
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осуществляется, например, согласно стандарту ASTM D3410. Для передачи нагрузки
на образец используется сравнительно сложное приспособление, представляющее
два жестких блока с интегрированными клиновыми зажимами. От клиновых захватов
на тест-образец касательное усилие передается через мягкие накладки. Этот вид ис-
пытаний применим для многих видов композиционных материалов, включая
однонаправленные высокопрочные композиты на основе углеволокон. Преимущество
метода заключается в значительно большей площади передачи нагрузки на образец,
так как длину и ширину захватной части можно варьировать в широком диапазоне.
Однако, как показывают многочисленные исследования (см., например [2]), имеет
место концентрация касательных и поперечных нормальных напряжений в зоне пе-
рехода от мягких накладок к рабочей части образца. Такое явление приводит к умень-
шению замеряемого предела прочности композиционного материала по сравнению
с его реальным значением.

Схема испытаний с комбинированным нагружением тест-образца описана в
стандарте ASTM D6641. Приспособление для таких испытаний технически проще
приспособления ASTM D3410 ввиду отсутствия клиновых захватов. Усилие, переда-
ваемое на тест-образец, распределяется между торцами и лицевой поверхностью тест-
образца, что приводит к уменьшению концентрации напряжений. Очевидным недо-
статком метода является невозможность точного распределения торцевых и касатель-
ных усилий на тест-образец, вследствие чего может возрасти разброс в эксперимен-
тальных результатах.

В связи со сложностью и иногда противоречивостью получаемых механических
характеристик с помощью трех описанных схем нагружения значительное количество
публикаций [2–9] было посвящено исследованию влияния схем нагружения,
типоразмеров тест-образцов и используемых накладок на величину предельных
напряжений, определяемых в эксперименте. Краткий обзор исследований [2–8] по
этой тематике и их анализ были даны, в частности, в статье [9].

Мотивацией выполнения настоящего исследования послужили полученные ранее
и приведенные в статьях [10–12] результаты. В них на примере плоской задачи
механики стержня-полосы, имеющего на одной из лицевых поверхностей закреплен-
ный участок конечной длины, было показано, что при исследовании процессов де-
формирования с учетом податливости закрепленного участка требуется введение
понятия трансформации параметров напряженно-деформированного состояния (НДС)
и применяемых для их описания математических моделей при переходе через границу
от незакрепленного участка к закрепленному. Было установлено, что в рамках клас-
сической модели Кирхгофа – Лява учет наличия таких закрепленных участков стерж-
ней невозможен, а при использовании простейшей сдвиговой модели С.П. Тимошенко
такая трансформация возможна при закреплении участка только на одной из лицевых
поверхностей. В рамках используемой модели сформулированы кинематические и
силовые условия сопряжения закрепленных и незакрепленных участков стержней.
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На основе выведенных соотношений найдено точное аналитическое решение задачи
о поперечных изгибных колебаниях консольно закрепленного плоского стержня в
условиях вибрационного нагружения периодической осевой силой, приложенной к
торцевому сечению закрепленного участка конечной длины, а также задачи о попереч-
ных изгибных колебаниях плоского стержня с двумя незакрепленными концами и
участком закрепления конечной длины между ними при вибрационном нагружении
поперечной силой на одном из незакрепленных концов. Были проведены численные
эксперименты по определению динамической реакции рассмотренных стержней в
рамках отмеченной сдвиговой модели С.П. Тимошенко, подтверждающие наличие
трансформации параметров НДС при переходе через границу от незакрепленного
участка к закрепленному.

В настоящей статье дано дальнейшее развитие описанных выше результатов
[10–12 и др.] и разработана трансформационная математическая модель для описа-
ния статического процесса геометрически нелинейного деформирования при кинема-
тическом нагружении плоского композитного тест-образца при испытаниях на осевое
сжатие, а также динамического процесса деформирования плоского стержня, име-
ющего на обеих лицевых поверхностях участки закрепления конечной длины.

1. Трансформационная модель деформирования
высокого порядка точности

1.1. Кинематические соотношения. Одна из наиболее употребительных схем
испытаний плоских тест-образцов из волокнистых композитов на осевое сжатие по-
казана на рис. 2, где 1 – тест-образец; 2 – жесткие неподвижные накладки; 3 –
жесткие подвижные накладки.

Изображенные на рисунке тест-образцы с длиной рабочей части a = 2L и общей
длиной 2(l + L) имеют концевые участки длиной l (на рис. 2 в силу симметрии
показана половина образца), закрепляемые в приспособлении для испытаний. При
использовании описанной схемы испытаний усилие сжатия передается за счет сил
трения между боковыми гранями образца 1 и жесткими накладками 2, подвергаю-
щимися кинематическому нагружению перемещениями u* и w* = cu* (c – некоторое

Рис. 2. Схема испытаний плоских тест-образцов на осевое сжатие
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малое число, обеспечивающее выполнение неравенства w* << u*). Следовательно,
если через U0(x, z) и W0(x, z) обозначить перемещения точек образца в направлениях
осей x и z на участке закрепления образца –l  x  0, то при рассматриваемом его
кинематическом нагружении в точках граничных плоскостей z = ±t/2 при плоской
постановке задачи должны быть выполнены условия
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Следуя известным в механике тонкостенных элементов конструкций результатам
по разработке высокоточных моделей деформирования [13–22], критический анализ
которых был дан, в частности, в [23, 24], на незакрепленном участке 0  x  L тест-
образца для перемещений U и W примем аппроксимации
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где неизвестными являются три одномерные функции u0, 0, w0.
Внеся функции (2), (4) в условия их непрерывности U(x = 0) = U0(x = 0),

W(x = 0) = W0(x = 0) в сечении x = 0, запишем равенства
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Для определения компонент деформаций на незакрепленном участке будем ис-
пользовать геометрически нелинейные кинематические соотношения плоской задачи
теории упругости, записанные в геометрически нелинейном приближении [25–27]:
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Нижние индексы x и z после запятой здесь и далее означают дифференцирование
обозначаемой переменной по соответствующей координате (x или z), выражения
вида W 2

,x – возведение в квадрат производной. При подстановке представлений (2) в
(6) можно получить редуцированные кинематические соотношения, записанные в
приближении
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Если на закрепленном участке вместо (6) использовать кинематические соот-
ношения, записанные в приближении
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Использование определяющих соотношений, записанных в приближении (G13 =
= G13(z) – секущий модуль поперечного сдвига)
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в соответствии с (10) и (12) приводит к физическим зависимостям xzxz GG ,0(  – осред-
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ненные по толщине секущие модули сдвига материала на закрепленном и незакреп-
ленном участках):
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для незакрепленного участка. В (17) введены обозначения для жесткостных коэффи-
циентов
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Если на закрепленном участке образца –l  x  0 для определения деформации
поперечного сдвига 0

xz  использовать геометрически нелинейное соотношение теории
упругости, записанное в приближении
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В соответствии с (18) вариация потенциальной энергии деформации поперечного
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Видно, что формулы для определения 0
xzQ и 0

xzT  в (16) и (20) совпадают с точностью
1+   1, где  – малая величина порядка w*/t.

При рассматриваемом виде нагружения тест-образца для вывода уравнений
равновесия участков, соответствующих им граничных условий и силовых условий
сопряжения этих участков воспользуемся принципом возможных перемещений,
составив вариационное уравнение 0 +  = 0. При использовании (8) и (13) его
можно преобразовать к виду
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Из (21) следуют:
– система трех уравнений равновесия тест-образца для закрепленного участка
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1.3. Предельно упрощенная трансформационная модель деформирования.
Если в (4) принять равенство w0 = 0, что в соответствии с (3) эквивалентно пред-
ставлению W0 = z0, то во всех приведенных выше соотношениях отбрасываются
подчеркнутые слагаемые. В результате для описания НДС закрепленного участка
вместо системы уравнений (22) приходим к системе двух уравнений равновесия,
имеющих вид

,0)( *
0

0
0

000
,  uumMMT zzxzxx

.0)( *
0

0
0

000
,  uuMTTM zzxzxx

(27)

Путем использования соответствующих соотношений упругости
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3
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*130 )(

в предположении 0,0 *
,

*
,  xx wu  выразим уравнения (27) через искомые функции u0

и 0:
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Заметим, что в уравнениях (29) все подчеркнутые геометрически нелинейные
слагаемые содержат коэффициент Пуассона 13. При их отбрасывании вместо (29)
приходим к несвязанным линейным уравнениям равновесия закрепленного участка:

,*2
30

2
3,0 ukuku xx  (30)
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2
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*
4,0  kuk xxx (31)

где в силу 13
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


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





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






 (32)

Следует особо отметить, что в формулах (32) в принятом приближении –2w*/t = 0
zz,

а 
00*

3
**

3 /2 zzzzEtwE  – напряжение сжатия в закрепленной части образца, фор-
мирующееся в процессе его кинематического нагружения. Видно, что при дости-
жении 

0
zz  значения ,0

13G  соответствующего потере устойчивости стержня по  сдвиго-о-
вой форме, уравнения (30), (31) приводятся к виду

,0,0 ,0
*

4,0,0  xxxxx uku
которыми описывается закритическое состояние стержня.

2. Уравнения движения, соответствующие
использованию аппроксимаций (2), (4)

Для исследования динамических процессов деформирования соответствующие
уравнения движения могут быть получены исходя из вариационного уравнения прин-
ципа Даламбера – Лагранжа

,ин0  p (33)
где Ap – вариация работы внешних сил, приложенных к незакрепленному участку,
Aин – вариация работы инерционных сил. В предположении о том, что ,0* u  0* w
и внешняя поверхностная нагрузка, приложенная к граничным плоскостям z = ±t/2,
задана в виде ,1 mep   zx pp  для Ap можно получить выражение

,
0

)( dxXwXXXXuX
a

wup    (34)
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где
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, )()(
2







  xxxxxxu pptXpptXppX
(35)
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  zzzzwxx pptXppXpptX

Аналогично для Aин составим выражение ;...,/ 22
,(   точки над

переменными величинами означают дифференцирование по времени ; – плот-
ность):
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dzdxWWUUdxWWUU
t

t

a

l

2/

2/ 0

0

0000ин )()( 













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dxwwttut
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

,)(
0 





  

a

wu XwXXXXuX  (36)

где введены обозначения

,
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,,
48012

,
24

3533

   tXwtXttXtutX wu (37)
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2304480

,
32024

7553

   ttXtutX

При использовании выражений (21), (34), (36) из вариационного уравнения (33)
следуют уравнения движения

,0
15
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0
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0
0

0
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, )(  utuumMMT zzxzxx 

,002,0 0
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0
0

0
000

, )(  tuuMTTM zzxzxx (38)

,0
5 0

0
,,0

00 )(  wtHwSQ zxxxxz 

для закрепленного участка –l  x  0 и уравнения движения

,0,0,0 *
,,,   XXTMXXQXXT zxxzwwxxzuuxx



,0,0 ,
*

,   XXMMRXXTM zxzxxxzxx
 (39)

0,   XXRN xzxx


для незакрепленного участка.

3. Иерархическая последовательность упрощенных моделей
деформирования незакрепленного участка тест-образца

3.1. Модель С.П. Тимошенко с учетом поперечного обжатия. Если для пере-
мещений U и W принять представления

,0,, LxzwWzuU  (40)
то для определения компонент деформации вместо (7) приходим к более простым
соотношениям
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,,,
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,, xxxxxxx wzwu  (41)

.,
2
1

,,
2

xxxzzz zw 

Компонентам деформации (41) будет соответствовать выражение для вариации
потенциальной энергии деформации незакрепленного участка

,
0

*
,

*
,,, )( dxTTMMwQuT

L

zxzxxzxxxxzxx  (42)

где в рассматриваемом приближении вместо (9) имеют место выражения

,, *
,,  zxzxzxxxxxzxz TTTMwTTQ

(43)
.,

*
xxxzxz wMMM 

При сохранении для закрепленного участка образца представлений (4) и соответ-
ствующих им кинематических соотношений (11), в которых деформация 0

zz  вычис-
ляется без сохранения подчеркнутых нелинейных слагаемых, можно получить вариа-
ционное уравнение вида (21). Из этого уравнения в силу кинематических условий
сопряжения участков, записываемых в приближении

*
0000000000

2,,, w
t

wwuu xxxxxxx 


(44)

взамен (5), следуют силовые условия сопряжения участков

,0,0,0
0,0

00
0

0
0

0 )()()( 
 xxzxxxzxxxxxx QwSQMMTT (45)

уравнения равновесия для закрепленного участка (22) и соответствующие им стати-
ческие граничные условия

,0,0,0 )( ,0
0000 

 lxxxxzlxxlxx wSQMT (46)

формулируемые в сечении x = –l, а также уравнения равновесия для незакрепленного
участка

0,0,0,0 *
,

*
,,,  zxxzxzxxxxzxx TMTMQT (47)

и соответствующие им граничные условия

,0,0,0,0 * 
 LxxzLxxzLxLx MQu (48)

формулируемые в сечении x = L.
При использовании соотношений (41) в предположении 13 = 0 вместо (17) при-

ходим к соотношениям упругости
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.,, ,13,13,,,11 )()( xxzxxzxxxx DMwBTwDM 

3.2. Простейшая сдвиговая модель С.П. Тимошенко. Если вместо (40) при-
нять наиболее часто употребляемое представление

wWzuU  , (50)
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и упрощение zz = 0, то вместо (41) при среднем изгибе приходим к упрощенным
соотношениям

.,
2
1

,,
2
,, xxzxxxxx wzwu  (51)

В силу соотношений (51) и zz = 0 вместо (42) приходим к выражению
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,,, )( dxTMwQuT
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xzxxxxzxx  (52)

в котором, в отличие от (43) и (49),
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., )( ,13,11 xxzxx wBTDM 

В рассматриваемом приближении для незакрепленного участка будут иметь место
уравнения равновесия

.0,0,0 ,,,  xzxxxxzxx TMQT (54)

Для них и уравнений (22) в сечении x = 0 сохраняют силу условия сопряжения
участков (44) (без последнего условия) и (45), а также условия (48) (без последнего
условия).

3.3. Классическая модель Кирхгофа – Лява. Модель основана на представле-
нии функций U и W в виде

wWzwuU x  ,, (55)
и предположении о том, что zz = 0. В соответствии с (55) при среднем изгибе име-
ют место соотношение

xxxxxx zwwu ,
2
,, 2

1
 (56)

и выражение
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где, в отличие от (53),
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(58)
.,,11,, xxxxxxxxxxz wTwDwTMS 

В рассматриваемом приближении для незакрепленного участка стандартным пу-
тем выводится система уравнений равновесия

,0)(,0 ,,,11,,  xxxxxxxxzxx wTwDST (59)
для которых в сечении x = L формулируются граничные условия

,0,0,0 )( ,,11, 
 LxxxxxxLxxLx wTwDwu (60)
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а в сечении x = 0 формулируются кинематические и силовые условия сопряжения
участков

.0,0,0)(,0)(
0

0
0

0
00,00 )()( 

 xxxxxxxxx MMTTwuu (61)

Кроме того, для второго уравнения системы (59) в сечении x = 0 формулируется гра-
ничное условие .00 xw

Заключение

Предложенная уточненная трансформационная математическая модель и по-
строенные на ее основе соответствующие уравнения предназначены для описания
процесса геометрически и физически нелинейного деформирования стержня-полосы
(тест-образца) из волокнистого композита прямоугольного поперечного сечения,
имеющего участки крепления в приспособлении для испытаний на осевое растяжение
(сжатие). Возможность выявления на их основе неклассических поперечно-сдви-
говых форм потери устойчивости образцов при их испытаниях обусловлена, главным
образом, появлением и сохранением в уравнениях таких слагаемых, которые обес-
печивают необходимую степень точности и содержательности при постановке и ре-
шении соответствующих задач. Вследствие особенностей закрепления стержня (тест-
образца) в приспособлении для испытаний на растяжение и сжатие, как показывает
анализ существующей научной литературы и результатов физических экспериментов,
имеет место концентрация поперечных касательных и нормальных напряжений в
зоне перехода закрепленного участка к рабочей части. Локализованный характер
формирующегося в таких зонах НДС для нахождения решений формулируемых кра-
евых задач требует использования численных методов, устойчивых к сильному сгуще-
нию сетки для точного определения компонент НДС. Одним из таких методов, как
показано в статье [28], является метод конечных сумм в варианте интегрирующих
матриц [29]. Его применение требует сведения исходных уравнений задачи к инте-
гральным уравнениям с операторами Вольтерра второго рода, что предполагается
показать в последующих статьях.
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KINEMATIC LOADING OF SEMI-INFINITE SPECIMEN
WITH TWO SIDED  FIXED  SECTIONS.  1. THEORETICAL  BASIS*
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A hierarchical sequence of transformation mathematical models of geometrically nonlinear
deformation of a semi-infinite rod (test specimen) consisting of an free and two sided fixed end
sections along its length is constructed. It is assumed that its axial tension and compression
are carried out by kinematic loading of the fixed section due to friction forces arising between
the bar and rigid elements of the device. It ensuring the implementation of one of the known
loading schemes in accordance with existing test standards. In the two sided fixed section of
the rod, the loading method under consideration also ensures compression of the rod in the
transverse direction. The equations constructed for the fixed sections are based on the cubic
approximation of the axial displacements through the thickness and the quadratic approximation
of the deflection. Equations transformed into another model by subordinating them at the
points of the boundary surfaces to the conditions of kinematic conjugation with the rigid
elements of the device for testing with specified displacements. For the free section, a cubic
approximation is adopted for the axial displacements through the rod thickness, and a linear
approximation is adopted for the deflection. In addition the well-known Timoshenko models
with and without transverse compression and the classical Kirchhoff – Love model are also
used. The one-dimensional geometrically nonlinear kinematic relations derived for the adopted
deformation models are based on the use of the relations of the elasticity theory, written in a
simplified quadratic approximation. They retain such geometrically nonlinear terms that, having
the required degree of accuracy and meaningfulness, allow us to identify both classical bending
and non-classical transverse-shear buckling modes of rods during their static tests for
compression and bending. For all adopted deformation models, kinematic conditions for
conjugation of sections have been compiled, using which, based on the Lagrange variational
principle, equilibrium equations for rod sections and static (force) conditions for conjugation
of their solutions have been obtained. Based on the analysis of the constructed equations, it
has been shown that transverse compression of the rod in the fastening sections during
dynamic deformation processes of continuous rods facilitates the transformation of bending
modes of oscillations of the unfastened section into longitudinal-transverse-shear modes of
oscillations of the fastened section.

Keywords: fibrous composite, semi-infinite rod, test specimen, fixed and free sections, tension
and compression, geometric nonlinearity, transformational refined deformation model, kinematic
loading.
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