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ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÅ ÑÎÏÐÎÒÈÂËÅÍÈÅ  ÑËÎÈÑÒÛÕ ÏËÀÑÒÈÍ
ÈÇ ÂßÇÊÎÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ È ÓÏÐÎ×ÍßÞÙÈÕÑß

ÌÀÒÅÐÈÀËÎÂ

Þ.Â. Íåìèðîâñêèé

Íîâîñèáèðñê

Íà îñíîâå ìîäåëè æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü ãàøåíèÿ ïîëèìåòàëëè÷åñêèìè ïëîñêèìè ïðåãðàäàìè ýíåðãèè âçðûâíûõ
íàãðóçîê ïðè ó÷åòå ýôôåêòîâ èíåðöèè âðàùåíèÿ, óïðî÷íåíèÿ è âÿçêîïëàñòè-
÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ. Ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à î ðàöèîíàëüíîì
ðàñïðåäåëåíèè ìàòåðèàëîâ â ïðåãðàäå, îáåñïå÷èâàþùåì ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü
îñòàòî÷íîé ïîâðåæäàåìîñòè. Âûïîëíåííûå êîíêðåòíûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò,
÷òî çà ñ÷åò ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðèàëîâ â ïëîñêîé ïðåãðàäå ìîæíî â øèðî-
êîì äèàïàçîíå èçìåíÿòü îñòàòî÷íóþ ôîðìó ïðîãèáà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â êà÷åñòâå ýôôåêòèâíûõ çàùèòíûõ ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íûõ
îòâåòñòâåííûõ îáúåêòîâ è òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ ïðè âîçäåéñòâèè íàãðóçîê âçðûâ-
íîãî òèïà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïëîñêèå ìíîãîñëîéíûå êîíñòðóêöèè. Ðàç-
ðàáîòàíû ðàçíîîáðàçíûå òåõíîëîãèè èçãîòîâëåíèÿ ïîëèìåòàëëè÷åñêèõ ïëîñêèõ
ýëåìåíòîâ ïðàêòè÷åñêè ëþáûõ ðàçìåðîâ è ôîðì, áåç ñåðüåçíûõ îãðàíè÷åíèé ïî
âûáîðó ìàòåðèàëîâ [1]. Â ëþáîé òàêîé êîíñòðóêöèè ñîõðàíÿòñÿ èíäèâèäóàëüíûå
ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ îòäåëüíûõ ñëîåâ, íî ïðè ýòîì îíà áóäåò îáëàäàòü ñïåöèôè-
÷åñêèìè ñâîéñòâàìè äèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà
êîëè÷åñòâà ìàòåðèàëîâ, èõ ðàñïîëîæåíèÿ è îòíîñèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ òîëùèí
ñëîåâ. Âûáîð íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé çàùèòíîé ñëîèñòîé ïðåãðàäû ýêñïåðèìåí-
òàëüíûìè ìåòîäàìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà äîðîãîñòîÿùèì è òðóäîåìêèì. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ îïåðàòèâíûõ îöåíîê äèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïîëèìåòàëëè÷åñêèõ
ïðåãðàä áåç áîëüøèõ ìàòåðèàëüíûõ è âðåìåííûõ çàòðàò íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü
äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ãàøåíèÿ ïîëèìåòàëëè÷åñêèìè ïëîñ-
êèìè ïðåãðàäàìè ýíåðãèè ïðèõîäÿùèõ âçðûâíûõ âîëí çà ñ÷åò ðàçâèòèÿ ïëàñòè-
÷åñêèõ äåôîðìàöèé ïðè ó÷åòå ýôôåêòîâ èíåðöèè âðàùåíèÿ, óïðî÷íåíèÿ è âÿçêî-
ïëàñòè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ.

Ðàññìàòðèâàÿ äàëåå ñëîèñòûå ïîëèìåòàëëè÷åñêèå ïëàñòèíû, ñèììåòðè÷íûå
îòíîñèòåëüíî îòñ÷åòíîé (íåéòðàëüíîé) ïëîñêîñòè, ïðè âîçäåéñòâèè ðàñïðåäåëåííîé
äèíàìè÷åñêîé íàãðóçêè äëÿ áåçðàçìåðíûõ íàïðÿæåíèé â ñëîÿõ íà îñíîâå óðàâíåíèé
âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ Èøëèíñêîãî−Ëåâè−Ìèçåñà áóäåì èìåòü
çàâèñèìîñòè:
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ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, âûï. 69, 2007 ã.
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ãäå σ0
0, H0 − õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ ïðåäåëà òåêó÷åñòè è òîëùèíû ïëàñòèíû; B −

êîýôôèöèåíò âÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. ×åðòî÷êàìè ñâåðõó ïîìå÷åíû ðàçìåðíûå âåëè-
÷èíû: w − ïðîãèá, t  − âðåìÿ, js  − íàïðÿæåíèå, 0s  − ïðåäåë òåêó÷åñòè, z  −
ïîïåðå÷íàÿ êîîðäèíàòà.

Ïðè îñåñèììåòðè÷íîì èçãèáå êðóãëûõ èëè êîëüöåâûõ ñëîèñòûõ ïëàñòèí óðàâ-
íåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì ýôôåêòà èíåðöèè ïîâîðîòà áóäóò èìåòü
âèä:
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ãäå Q, q − áåçðàçìåðíûå ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà è ðàñïðåäåëåííàÿ ïîïåðå÷íàÿ
íàãðóçêà; Ì1, Ì2 − áåçðàçìåðíûå ðàäèàëüíûé è îêðóæíûé ìîìåíòû.

Çäåñü ïðè ó÷åòå çàâèñèìîñòåé (1), (2) äëÿ ìîìåíòîâ M1, M2 èìååì âûðàæåíèÿ:
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ãäå R − áåçðàçìåðíûé âíåøíèé ðàäèóñ ïëàñòèíû. Òî÷êà îáîçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðî-
èçâîäíóþ ïî áåçðàçìåðíîìó âðåìåíè t. Èñêëþ÷àÿ èç (3) ôóíêöèþ Q, ïîëó÷èì
ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå
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Åñëè ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1, x2), òî ðàçðå-
øàþùåå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä:
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Âûðàæåíèÿ äëÿ M1, M2 èìåþò âèä (4), 12M  − êðóòÿùèé ìîìåíò.
Ðàçðåøàþùèå óðàâíåíèÿ (5), (6) ïðè ó÷åòå çàâèñèìîñòåé (4), (7) ÿâëÿþòñÿ

çàìêíóòûìè îòíîñèòåëüíî ñêîðîñòè ïðîãèáà υ êâàçèëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëü-
íûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, ñîäåðæàùèìè
ïåðâûå ïðîèçâîäíûå îò u  ïî âðåìåíè t è ïðîèçâîäíûå âïëîòü äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà
ïî êîîðäèíàòàì r, èëè x1, x2. Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðàçðàáîòàííûå â [2] îáîáùåííûå
ìåòîäû Ðóíãå−Êóòòà â ñî÷åòàíèè íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå èòåðàöèîííûõ ïðî-
öåäóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòàì, ïîäîáíûõ ðåøåíèþ çàäà÷ òåîðèè ïîëçó÷åñòè
[3]. Äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ýòîìó ìåòîäó
îïèñàíà â ðàáîòå [4].

Îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî íàäåæíûå ïðèáëèæåí-
íûå ðåøåíèÿ íà îñíîâå ìåòîäà Áóáíîâà−Ãàëåðêèíà. Åñëè äëÿ ïðîñòîòû è êîìïàêò-
íîñòè ôîðìóë èñïîëüçîâàòü îäèíàêîâóþ ñòåïåíü àïïðîêñèìàöèè âÿçêîãî óïðî÷íåíèÿ
äëÿ âñåõ ñëîåâ ni = S è ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Áóáíîâà−Ãàëåðêèíà îãðàíè÷èòüñÿ
ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì, òî åñòü ïðèíÿòü
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äëÿ υ(t) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:
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Ïðè S = 1 óðàâíåíèå (8) áóäåò ëèíåéíûì è åãî ðåøåíèå ïðè íóëåâîé íà÷àëüíîé
ñêîðîñòè èìååò âèä:
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Âðåìÿ îñòàíîâêè t* îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ
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à àìïëèòóäà îñòàòî÷íîãî ïðîãèáà A* ðàâíà
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Ðåøåíèå èìååò ñìûñë ïðè *> 00 pp , ãäå *
0p  − ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà, îïðåäåëÿåìàÿ

èç óðàâíåíèÿ (8) ïðè 0)0()0( =u=u&  è ðàâíàÿ [5]:
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Åñëè ìàòåðèàëû âñåõ ñëîåâ ÿâëÿþòñÿ èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêèìè, òî ðåøåíèå â
ýòîì ñëó÷àå [5] ïîëó÷èì èç ôîðìóë (10)−(12) ïðè d1 → 0. Äëÿ æåñòêîïëàñòè÷åñêèõ
óïðî÷íÿþùèõñÿ ìàòåðèàëîâ íà îñíîâå óðàâíåíèé òåîðèè Ãåíêè−Èëüþøèíà [6] áó-
äåì èìåòü ñîîòíîøåíèÿ òèïà (1)−(7), åñëè â íèõ âìåñòî ñêîðîñòè ïðîãèáà υ ââåñòè
ïðîãèá w. Òîãäà â ñëó÷àå ëèíåéíî óïðî÷íÿþùèõñÿ ìàòåðèàëîâ äëÿ àìïëèòóäû ïðîãè-
áà A(t) áóäåì èìåòü óðàâíåíèå

.)()(,)( 3201 dtdptftfAdA +ϕ≡=−&&

Åãî ðåøåíèå ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ 0)0()0( == AA&  èìååò âèä:
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Âðåìÿ îñòàíîâêè t* îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ 0)( 1 =*tA& , à àìïëèòóäà îñòàòî÷-
íîãî ïðîãèáà ðàâíà )( *

1
* tAA = . Âûáîð ôóíêöèè ψ(x1, x2) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìîé

ïëàñòèíû è óñëîâèÿìè çàêðåïëåíèÿ íà êîíòóðå. Íàïðèìåð, äëÿ çàùåìëåííîé
ýëëèïòè÷åñêîé ïëàñòèíû
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à äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû
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ãäå a1, a2 − áåçðàçìåðíûå ðàçìåðû ïîëóîñåé ýëëèïñà è ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà, r =
= 1 ñîîòâåòñòâóåò øàðíèðíîìó îïèðàíèþ íà êðàÿõ x1 = 0, a1; r = 2 ñîîòâåòñòâóåò
çàùåìëåíèþ íà ýòèõ êðàÿõ; q = 1 ñîîòâåòñòâóåò øàðíèðíîìó çàêðåïëåíèþ íà êðàÿõ
x2 = 0, a2  è q = 2 − çàùåìëåíèþ íà ýòèõ êðàÿõ.

Ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ àìïëèòóäû îñòàòî÷íîãî ïðîãèáà A*
ïîçâîëÿþò ðàññìîòðåòü çàäà÷ó î ðàöèîíàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ìàòåðèàëîâ â ñëîè-
ñòîé ïðåãðàäå, îáåñïå÷èâàþùèõ ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü îñòàòî÷íîé ïîâðåæäàåìîñòè
ïðåãðàäû ïðè âçàèìîäåéñòâèè íàãðóçîê âçðûâíîãî òèïà. Äëÿ ýòîãî öåëåñîîáðàçíî
ïðåäâàðèòåëüíî ââåñòè îïðåäåëåííûé êðèòåðèé êà÷åñòâà. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòà-
ëîííóþ îäíîñëîéíóþ êîíñòðóêöèþ è ñðàâíèâàòü ìåæäó ñîáîé ïëàñòèíû îäèíàêî-
âûõ ôîðì ïðè îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ íàãðóæåíèÿ è çàêðåïëåíèÿ ïðè ñîâïàäåíèè èõ
ìàññû, òî åñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

å
=

--r==r
n

i
iiin hhFhhFH

1
11 ).(),...,,( (17)

Îïòèìàëüíîé áóäåì ñ÷èòàòü êîíñòðóêöèþ, â êîòîðîé äëÿ àìïëèòóäû îñòàòî÷íîãî
ïðîãèáà âûïîëíÿåòñÿ òðåáîâàíèå
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Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ìèíèìóìà ôóíêöèè

,)...,,( *1 FAhhZ n l+=

ãäå λ − ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà. (Ïðîöåäóðà ýòà èçâåñòíà è çäåñü îïèñûâàòüñÿ íå áóäåò.)
ßñíî, ÷òî äëÿ ñëîèñòûõ êîíñòðóêöèé ïîìèìî ïàðàìåòðîâ òîëùèíû ñëîåâ âàæ-

íîå çíà÷åíèå èìååò òàêæå âûáîð ìàòåðèàëîâ è ïîðÿäîê èõ ðàñïîëîæåíèÿ.
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ çàùåìëåííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ

ïëàñòèí èç âÿçêîïëàñòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, íàãðóæàåìûõ ðàñïðåäåëåííîé ïîïåðå÷-
íîé íàãðóçêîé èíòåíñèâíîñòè p(t) = Pmexp(−t/θ), Pm = 16 ÌÏà, θ = 3,36 ⋅ 10−5 ñ.

Ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëîâ âçÿòû èç [7, 8] è ïðèâåäåíû â òàáë. 1.

Òàáëèöà  1
¹ ìàòåðèàëà Ìàòåðèàë  σ0, ÌÏà B, êÏà·ñ  ρ, êã/ì3

1 Ñòàëü 3 340 40 7850
2 Ìåäü 70 25 8930
3 Ñòàëü 20 250 31,5 7850

Ïðè îäèíàêîâîé ìàññå îäíîñëîéíûõ êîíñòðóêöèé (2000 êã) è îäèíàêîâîé ïëî-
ùàäè (a = 2 ì, b = 1 ì) äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòåðèàëîâ ïîëó÷åíû òîëùèíû è
îñòàòî÷íûå ïðîãèáû (òàáë. 2).

Òàáëèöà 2
¹ ìàòåðèàëà Ìàòåðèàë 2H.103, ì A

*
.103, ì

1 Ñòàëü 3 13 1,4
2 Ìåäü 11,4 9,1
3 Ñòàëü 20 13 1,9

Äàëåå äëÿ ñðàâíåíèÿ ñî ñëîèñòûìè êîíñòðóêöèÿìè èñïîëüçîâàëàñü ýòàëîííàÿ
êîíñòðóêöèÿ èç ìàòåðèàëà Ñò 3. Â òàáë. 3, 4 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ àìïëèòóä îñòàòî÷-
íûõ ïðîãèáîâ äëÿ êîíñòðóêöèé èç äâóõ ("äâóõñëîéíûå") è òðåõ ("òðåõñëîéíûå" ïëàñ-
òèíû) ìàòåðèàëîâ ñîîòâåòñòâåííî. Êîîðäèíàòû ðàçäåëà ñëîåâ (h1, h2, h3) îòñ÷èòû-
âàþòñÿ îò íåéòðàëüíîé ïîâåðõíîñòè.

Òàáëèöà  3
¹ ¹ ñëîÿ Ðàñïîëîæåíèå Ãðàíèöû ðàçäåëà ñëîåâ Îñòàòî÷íûé ïðîãèá

âàðèàíòà ìàòåðèàëîâ (h1
.103, h2

.103, ì) (A
*
.103, ì)

1 (2) Ìåäü 4,7 7,8
(1) Ñòàëü 3 2,3

2 (2) Ñòàëü 20 3,8 1,7
(1) Ñòàëü 3 5,9

3 (2) Ñòàëü 3 1,7 2,8
(1) Ìåäü 8,4

4 (2) Ñòàëü 20 2,7 2,9
(1) Ìåäü 6,7

5 (1) Ñòàëü 3 3,4 1,3
(2) Ñòàëü 20 5,4

6 (1) Ìåäü 3,7 5,9
(2) Ñòàëü 20 4,6
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Òàáëèöà  4
¹ ¹ ñëîÿ Ðàñïîëîæåíèå Ãðàíèöû ðàçäåëà ñëîåâ Îñòàòî÷íûé ïðîãèá

âàðèàíòà ìàòåðèàëîâ (h1
.103, h2

.103, ì) (A
*
.103, ì)

(3) Ñòàëü 20 3,4
1 (2) Ìåäü 2,3 2,5

(1) Ñòàëü 3 1,3
(3) Ìåäü 3,9

2 (2) Ñòàëü 20 1,9 1,3
(1) Ñòàëü 3 0,9
(3) Ñòàëü 20 3,2

3 (2) Ñòàëü 3 2,7 1,8
(1) Ìåäü 1,1
(3) Ñòàëü 3 3,4

4 (2) Ñòàëü 20 1,8 5,9
(1) Ìåäü 0,9
(3) Ìåäü 4,0

5 (2) Ñòàëü 3 1,6 5,2
(1) Ñòàëü 20 0,8
(3) Ñòàëü 3 2,5

6 (2) Ìåäü 3,2 4,0
(1) Ñòàëü 20 0,8

Âèäíî, ÷òî çà ñ÷åò ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðèàëîâ â ñëîèñòîé ïëàñòèíå ìîæíî
â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíÿòü îñòàòî÷íóþ ôîðìó ïðè âîçäåéñòâèè íàãðóçîê âçðûâ-
íîãî òèïà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì êàê ïðè îöåíêå çàùèòíûõ
êà÷åñòâ ñëîèñòûõ ïðåãðàä, òàê è ïðè ðàçðàáîòêå òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðèåìîâ èçãîòîâ-
ëåíèÿ ïîëèìåòàëëè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé ìåòîäîì øòàìïîâêè âçðûâîì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìå-
íòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò 05-01-00161-à).
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DYNAMIC RESISTANCE OF LAMINATED PLATES OF VISCOPLASTIC
AND HARDENING MATERIALS

Yu.V. Nemirovskiy

Based on the model of a rigid-plastic body a mathematical model of suppressing explosion load
energy using poly-metallic plane barriers is developed allowing for the effects of rotation inertia,
strengthening and viscoplastic resistance of the materials. A problem on the rational distribution of materials
in the barrier, providing a minimum degree of residual damage, is formulated. The specific calculations
made show that it is possible to change the residual form of the bending in a wide range due to the
material redistribution in the plane barrier.


