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Построены уравнения движения осесимметричной изотропной мо-
ментной сферической тонкой оболочки в усилиях и в кинематических пара-
метрах, а также упрощенные модели с использованием полученных ранее
двенадцати уравнений движения для нестационарных изотропных момент-
ных сферических оболочек. Полагая, что искомые функции не зависят от
азимутального угла, налагаются необходимые ограничения на поля переме-
щений, что приводит к нулевым значениям некоторых кинематических па-
раметров. Для выполнения этих условий налагается также некоторое ог-
раничение на внешнюю нагрузку. В этом случае модель из двенадцати урав-
нений в операторном виде в кинематических параметрах сводится к шести
уравнениям. Упрощение модели заключается в том, что коэффициенты опе-
раторов в частных производных не зависят от азимутального угла в силу ог-
раниченности нескольких кинематических параметров и пренебрежения
слагаемыми более высокого порядка малости в разложении по толщине
оболочки.

Число уравнений и неизвестных уменьшено благодаря введению допол-
нительных гипотез из классической теории оболочек. Пренебрегается об-
жатием нормального волокна и, согласно физической и геометрической ги-
потезе Кирхгофа – Лява, описаны связь нормального перемещения и танген-
циальных составляющих вектора угла поворота нормального волокна и ли-
нейная связь нормальной к срединной поверхности координаты вектора уг-
ла поворота с его тангенциальными составляющими. Итоговую систему в
операторном виде составляют три уравнения движения в кинематических
параметрах. Использовано вариационное уравнение Гамильтона с учетом
гипотез о связях, налагаемых на кинематические параметры.

Граничные условия не выписываются, поскольку оболочка считается
замкнутой.

Ключевые слова: изотропная тонкая моментная упругая оболочка, урав-
нения движения в усилиях и кинематических параметрах, осесимметричная
задача, сферическая оболочка.
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Введение

Независимые поля вращений, как и поля перемещений, содержатся в мате-
матической модели моментной теории упругости (моментного континуума Коссера).
Такая модель теории упругости описывает микроструктуру материала и применяется
для описания деформирования зернистых гранулированных, порошкообразных и
сыпучих материалов. Математическая модель позволяет строить неклассические
модели тонкостенных конструкций – стержней, пластин и оболочек.

Изложение особенностей математической модели и ее становление можно най-
ти, например, в публикациях В. Новацкого [1], С.И. Герасимова, В.И. Ерофеева,
И.Н. Солдатова [2], А.Г. Багдоева, В.И. Ерофеева, А.В. Шекояна [3] и др.

Теория моментных упругих оболочек излагалась в статьях А.Е. Грина, П.М. На-
гди [4], Д.В. Бабича [5], Г.А. Ванина [6] и др.

В моментной теории упругости метод гипотез для построения прикладных тео-
рий тонких стержней, пластин и оболочек использован М. Бирсаном [7–10], С.А. Ам-
барцумяном [11, 12], В.В. Пальмовым [13], О. Хоффманом [14], Х. Альтенбахом,
В. Еремеевым [15], С.О. Саркисяном [16–19] и др.

Общая теория динамики упругих моментных оболочек построена в статье
Q.C. Mai, M.Yu. Ryazantseva, D.V. Tarlakovskii [20].

Уравнения движения нестационарных изотропных моментных сферических
оболочек в усилиях и «перемещениях» (кинематических параметрах), а также
соответствующие упрощенные модели представлены в [21]. На основе упрощенной
модели  в настоящей статье получены уравнения движения замкнутой осесимметрич-
ной упругой изотропной моментной сферической оболочки в усилиях и кинемати-
ческих параметрах, записанные в операторном виде, а также соответствующие упро-
щенные модели.

1. Постановка нестационарной осесимметричной задачи
для основной модели моментных сферических оболочек

Полагаем, что сферическая оболочка имеет радиус R и постоянную малую тол-
щину h:

.1
R
h (1)

Материал оболочки описывается моделью Коссера [22].
В качестве криволинейных координат на срединной поверхности используются

сферические координаты:
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Общую математическую модель динамики упругих моментных оболочек можно
найти в [20]. Для тонких моментных упругих оболочек постоянной толщины при
гладкой срединной поверхности построены уравнения движения соответствующей
сферической оболочки в усилиях и «перемещениях» (кинематических параметрах).
В результате получены двенадцать уравнений движения в кинематических параметрах,
записанных в операторном виде [21]:
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Здесь Lij – дифференциальные операторы, u = (ui + ix3)эi + (w + 3x3)n – вектор
перемещения,  = (i + ix3)эi + ( + 3x3)n – векторы угла поворота,  – плотность
материала оболочки; J – массовая мера инерции среды при вращении; q, q, q,

MMM mmm ~,~,~
  – физические координаты векторов nэ qq i

i   и моментовов ,nэ mm i
i 

,~~ nэ Mi
i
M mm   имеющих смысл векторов поверхностного давления и моментов, от-

несенных к единице площади, а также аналогичного момента второго порядка
,~~

22 nэ Mi
i

M mm   состоящего из базиса э1,э2  в касательной к срединной поверхности
плоскости и единичного нормального к ней вектора n.

Используя результаты из статьи [21], построим уравнения движения замкнутой
осесимметричной упругой изотропной моментной сферической оболочки в кине-
матических параметрах.

Полагая, что все искомые функции не зависят от координаты 2, получим ра-
венства:
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Для их выполнения необходимы следующие требования к внешней нагрузке:
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Тогда для дифференциальных операторов Lij с учетом (4) и (5) получим выражения:
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С учетом (3) и (6)–(18) получаем следующие системы уравнений:
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Однородная система уравнений (19), очевидно, удовлетворяется, если положить
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Таким образом, в осесимметричном случае разрешающие уравнения – это систе-

(3) ма  из шести уравнений относительно шести неизвестных u, w, , , , 3:
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Здесь T = T ijэiэj и M = M ijэiэj – тензоры тангенциальных усилий и моментов; T i3эi,
T 3iэi – векторы перерезывающих усилий; M i3эi, M

3iэi – векторы дополнительных
моментов; N – вектор нормального усилия; R = Rijэiэj, S = S ijэiэj, R

i3эi, R
3iэi и S i3эi;

N – аналогичные связанные с моментными свойствами среды величины.

2. Постановка нестационарной осесимметричной задачи
для упрощенных моделей моментных сферических оболочек

Согласно [23–25] полагаем, что обжатие нормального волокна отсутствует, то
есть  3 = 0. Вслед за Кирхгофом – Лявом принимаем гипотезу прямой нормали и
предположения об угле поворота:
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Из (28) с учетом (27), кинематических параметров и теоремы Остроградского –
Гаусса [24] получаем систему уравнений движения оболочки, состоящую из трех
уравнений  с тремя неизвестными u, w, :
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Естественно, что упрощаются и физические соотношения (22)–(26), которые с
учетом (27) приобретают вид:
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Заключение

Получена математическая модель и ее упрощенные варианты для описания ди-
намики изотропной тонкой упругой моментной сферической оболочки. Модель со-
держит шесть операторных уравнений. Упрощение модели возможно до трех урав-
нений с тремя неизвестными.
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The equations of motion of an axisymmetric isotropic momentary spherical thin shell in forces
and kinematic parameters, as well as simplified models, are constructed using the previously
obtained twelve equations of motion for unsteady isotropic momentary spherical shells.
Assuming that the desired functions do not depend on the azimuthal angle, the necessary
restrictions are imposed on the displacement fields, which reduces the values of some kinematic
parameters to zero. To fulfill these conditions, a certain restriction is also imposed on the
external load. In this case, the model of twelve equations is reduced to six equations of motion
in kinematic parameters written in operator form. At the same time, the coefficients of partial
differential operators are also simplified due to independence from the azimuthal angle, the
limitation of several kinematic parameters, as well as the neglect of terms having a higher order
of smallness relative to the thickness of the shell.
It is shown that by introducing additional hypotheses used in classical shell theory (neglecting
compression of a normal fiber and Kirchhoff – Love's hypothesis about the relationship between
the tangential components of the rotation angle vector of a normal fiber and normal displacement,
as well as the relationship between the linear relative coordinates of the rotation angle vector
normal to the median surface and its tangential components), the number of equations and
unknowns decreases. As a result, we obtain three equations of motion in kinematic parameters
written in operator form. To carry out this procedure, the Hamilton variational equation is
constructed, taking into account the kinematic parameters imposed by the hypotheses.
Boundary conditions are not written out because the shell is considered closed.

Keywords: isotropic thin moment elastic shell, equations of motion in forces and kinematic
parameters, axisymmetric problems, spherical shell.


