
158

УДК 539.3 DOI: 10.32326/1814-9146-2025-87-2-158-167

МОДЕЛИРОВАНИЕ МЕТОДОМ ДИСКРЕТНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ
ПРОЦЕССА ВЫСОКОСКОРОСТНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

ГРАНУЛИРОВАННОЙ СРЕДЫ
И СТЕРЖНЯ С ПОЛУСФЕРИЧЕСКИМ ОГОЛОВКОМ*

© 2025 г. Бессмертный К.Д., Кочетков А.В., Модин И.А.
Национальный исследовательский Нижегородский государственный

университет им. Н.И. Лобачевского, Нижний Новгород, Российская Федерация

kochetkov@mech.unn.ru
Поступила в редакцию 25.09.2024

Численно моделируется задача высокоскоростного ударного взаимодей-
ствия недеформируемого полусферического тела с гранулированной сре-
дой, представляющей собой плотную упаковку из стальных шариков. Грану-
лированная среда рассматривается как совокупность отдельных частиц, дви-
жение и деформация которых описывается с использованием бессеточного
численного метода дискретных элементов. Этот метод использует представ-
ление моделируемого материала в виде совокупности отдельных частиц,
являющихся твердыми телами и имеющих заданный набор упругих констант.
Такой подход позволяет более эффективно моделировать процессы, сопро-
вождаемые большими деформациями и нарушениями сплошности среды,
нежели при использовании сеточных методов. Описываются основные
принципы численного метода дискретных элементов, получившего широкое
применение в последние годы благодаря развитию компьютерных техноло-
гий. Приводится пример расчета контактной силы взаимодействия двух упру-
гих шаров в приближении малых деформаций путем ее разложения на нор-
мальную и тангенциальную составляющие. В простейшем приближении
эта сила определяется законом Гука, в котором деформация шаров рассма-
тривается как их пространственное пересечение. Дается общее описание
численной модели и методики расчета. Приводятся результаты моделиро-
вания процесса нормального высокоскоростного ударного взаимодействия
жесткого стержня с полусферическим оголовком с деформируемой грану-
лированной средой, состоящей из стальных сферических шариков, с учетом
сил трения. Дается оценка сил контактного воздействия со стороны дискрет-
ной среды на твердотельную полусферу. Результаты численных исследова-
ний сравниваются с экспериментальными данными, полученными при про-
ведении обращенного эксперимента, при котором упаковка из стальных ша-
риков металась на неподвижный стержень.
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Введение. Постановка задачи

Метод дискретных элементов (Discrete Element Method, далее DEM) был впервые
представлен в 1979 году для решения задач механики горных пород [1]. Его пре-
имущество заключается в описании поведения гранулированных материалов
различной плотности на уровне отдельных частиц, что позволяет воспроизводить
локальные нарушения сплошности среды и физически нелинейные эффекты.
Благодаря развитию компьютерных технологий DEM от года к году становился более
доступен для конечного пользователя. Текущие возможности DEM позволяют мо-
делировать среды, состоящие из сотен миллионов частиц, с использованием клас-
терных систем.

По своей природе DEM относится к бессеточным лагранжевым методам [2–5]
и сводится к явному интегрированию уравнений движения каждой отдельной частицы,
являющейся твердым телом:

,,,,, bifitiniiim FFFFx  (1)
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где ri,c – вектор, соединяющий центр масс частицы и точку контакта; Fi,n – нормальная
составляющая контактной силы между частицами; Fi,t – тангенциальная составляющая
контактной силы между частицами; Fi,f – сила, действующая со стороны окружающей
среды (ее рассмотрение опущено в настоящей статье). Другие центральные силы
(гравитации, Кулона и др.) обобщены в слагаемом ;,bi F  Ti,r – дополнительный момент
сил, который может быть использован для учета неидеальности формы частицы при
взаимодействии с другими окружающими телами. В простейшей постановке каждая
частица представляется сферой или комбинацией из сфер с радиусом-вектором центра
xi и угловой скоростью i. Линейные и угловые ускорения такой частицы рас-
считываются из уравнений (1) и (2). В DEM частицы рассматриваются как упругие
слабодеформируемые тела, при этом величина деформации математически описы-
вается как пространственное пересечение частиц, в простейшем случае – идеаль-
ной сферической формы. Линейная модель пружинно-демпферного взаимодействия
(рис. 1) позволяет выразить нормальную составляющую контактной силы через
характерный размер области пересечения  и величину относительной скорости u
двух частиц, находящихся в контакте:

,δ nnnn ck unF  (3)

где  jiji xxxxn  – вектор единичной нормали, направленный вдоль линии,
соединяющий центры масс частиц.

Модуль касательной составляющей силы отталкивания может быть выражен как
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В (3), (4) un, ut – нормальная и касательная компоненты относительной скорости
двух частиц, находящихся в контакте; kn, kt и cn, ct – нормальные и касательные ко-
эффициенты жесткости и демпфирования. Формулы (3), (4) также справедливы для
случая контакта частицы со стенкой, при этом вводится ограничение сверху для уче-
та кулоновской силы трения с коэффициентом .
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Интегральный член в (4) представляет собой закон Гука для упругой касательной
деформации поверхностей двух частиц в контакте, который произошел в момент
времени t = tc,0. Вторая часть (демпфер) учитывает диссипацию упругой энергии.

Путем варьирования коэффициентов kn, kt и cn, ct как функций пространствен-
ного пересечения частиц могут быть получены различные модели контактной силы
взаимодействия, линейные и нелинейные [6–8].

Для контактной модели Герца, которая использовалась в численном эксперимен-
те, коэффициенты kn, kt и cn, ct в случае взаимодействия двух произвольных сфери-
ческих частиц рассчитываются по формулам:
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В случае контакта двух сферических частиц с массами m1 и m2, размерами R1 и R2,
модулями Юнга Y1 и Y2, коэффициентами Пуассона 1 и 2
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где e – коэффициент упругого восстановления, который равен отношению скоростей
частицы после и до столкновения. Как правило, это пользовательская константа,
значения которой задаются в диапазоне от 0 до 1.

Численное решение уравнений (1) и (2) получается их последовательным инте-
грированием с помощью методов трапеций или прямоугольников, в последнем случае
в качестве опорной точки может быть выбрана точка посередине отрезка интегри-
рования.

Для практического внедрения DEM важным является алгоритм поиска контактов
для системы из многих частиц [9]. В 1967 году Л. Верлетом была представлена мо-
дель создания списков ближайших соседей. Идея состоит в том, что список потенци-
альных контактов формируется периодически. Далее на каждом временном шаге
этот список проверяется и выполняются вычисления контактных сил. Такой подход
позволяет заранее исключать пары частиц, которые находятся далеко друг от друга.

Рис. 1. Контакт двух частиц
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В случае сфер две частицы добавляются в список контактов, если радиусы-векторы
их центров xi, xy удовлетворяют условию:

,srr jiji  xx

где s – так называемый параметр Верлета или скин-параметр. Он определяет, как
долго текущий список контактов может оставаться релевантным. Полагая постоянным
временной шаг t и обозначая максимальную скорость частиц как vmax, можно утвер-
ждать, что текущий список контактов можно не обновлять некоторое количество
шагов:

.
2 max tv
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Моделирование ударного взаимодействия гранулированной среды
и опорного стержня с полусферическим оголовком

На рис. 2 изображена начальная недеформированная упаковка частиц гранулиро-
ванной среды и показан опорный стержень с полусферическим оголовком.

Обращенный эксперимент, в котором упаковка из стальных шариков металась
на неподвижный стержень [10], проводился для оценки силы сопротивления вне-
дрению опорного стержня с полусферическим оголовком путем определения инте-
гральных нагрузок на начальном участке проникания. В эксперименте использовал-
ся насыпной гранулированный слой из стальных шариков диаметром 2 мм, засы-
паемых в контейнер из полипропилена, имеющий размеры: длина 70 мм, внешний
диаметр 56,8 мм, внутренний диаметр 54,5 мм, толщина дна 2 мм. Глубина заполне-
ния контейнера с насыпным слоем составляет 35 мм, что соответствует массе m =
= 400 г. Радиус и длина головной полусферической части опорного стержня со-
ставляет 10 мм. Диаметр мерного стержня 20 мм. Характеристики упаковки из
стальных шариков, используемые в расчетах методом DEM: модуль Юнга для ша-
риков E = 200 ГПа, коэффициент Пуассона для стали  = 0,3, объемная доля
сферических шариков в упаковке  = 0,64, масса упаковки m = 400 г.

В численном эксперименте, выполненном с помощью открытого пакета
LIGGGHTS [11–14], мерный стержень и оголовок моделировались как жесткие
неподвижные и недеформируемые стенки. Расчеты проводились с поверхностной
сеткой, размер ячеек которой 0,2 мм для полусферической головной части опорного
стержня, коэффициент трения k принимался равным 0,3. Коэффициенты kn, kt и cn,

X Y

Z

Рис. 2. Схема гранулированной среды
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ct вычислялись на каждом временном шаге автоматически с использованием контакт-
ной модели Герца [15–17] на основе заданных значений модуля Юнга E и коэффици-
ента Пуассона . Численное моделирование отдельных сферических частиц из раз-
личных материалов при различных укладках приведено в [18–20], моделирование
гранулированного слоя как среды – в [21–23]. Полипропиленовый контейнер в рас-
четах не моделировался, начальная скорость гранулированной среды в контейнере
V = 160 м/с, мерный стержень и полусферическая головная часть находились в со-
стоянии покоя. Формирование упаковки частиц для численного эксперимента было
выполнено путем свободной засыпки в цилиндрический контейнер до момента до-
стижения суммарной массы частиц, зафиксированной в эксперименте.

На рис. 3 приведены замеренные силы нагрузки со стороны DEM-частиц от
времени, действующие на всю головную полусферическую часть опорного стержня
в вертикальном направлении оси Z (кривая 1), усредненная сила нагрузки со стороны
DEM-частиц с шагом усреднения каждые 100 временных шагов (кривая 2), экспери-
ментальная кривая, взятая из [10] (кривая 3).

На рис. 4 изображены состояния среды и распределения скоростей в упаковке
DEM-частиц в моменты времени 35, 45 и 100 мкс соответственно.
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Рис. 4. Состояние упаковки частиц и их скорости (м/с) в различные моменты времени

Рис. 3. Расчетные силы нагрузки со стороны гранулированной среды
в сравнении с экспериментом
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Момент времени 35 мкс соответствует заглублению полусферической головной
части на 1/3 диаметра в гранулированный слой, момент времени 45 мкс соответствует
максимальной силе, фиксируемой в головной части, момент времени 105 мкс соот-
ветствует моменту окончания измерений в эксперименте.

На рис. 5 показано трехмерное изображение внедряемого тела и состояние частиц
в момент времени 200 мкс на момент окончания расчета.

Видно, что результаты численного моделирования согласуются с опытными
данными обращенного эксперимента. На рис. 3 кривые 1, 2 показывают нагрузку,
поведение которой повторяет наблюдаемую в эксперименте силу, рассчитанную по
сигналу с тензорезисторов на мерном стержне. При этом амплитуда сигнала в
эксперименте меньше, чем наблюдаемая при численном моделировании, что объяс-
няется некоторым уменьшением амплитуды волны при движении волнового фронта
по мерному стержню. Моделирование гранулированной среды методом дискретных
элементов также позволило повторить наблюдаемый в эксперименте спад сигнала,
связанный с разлетом шариков и деградацией упаковки после t = 45 мкс.

Заключение

Представлено применение метода дискретных элементов для моделирования по-
ведения упругих дисперсных сред и их динамического взаимодействия с жесткими
телами. Указанная трехмерная численная методика на основе метода дискретных
элементов позволяет эффективно моделировать процессы высокоскоростного взаи-
модействия жестких тел с гранулированными средами. В отличие от известных мето-
дик, применяемых для решения такого класса задач, используемый подход позволяет
описывать движение отдельных частиц в плотной упаковке и рассчитывать суммарную
нагрузку на твердотельные объекты, находящиеся с ними в контакте.
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MODELING OF THE  PROCESS OF  HIGH-SPEED  INTERACTION
OF A GRANULAR  MEDIUM AND  A ROD  WITH A HEMISPHERICAL HEAD

BY THE METHOD OF DISCRETE ELEMENTS*
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This paper provides the results of numerical simulation of high-speed impact interaction of a
non-deformable hemispherical body with a granular medium, which is a dense packing of steel
spheres. The granular medium is considered as a set of individual particles, the motion and
deformation of which is described by the discrete element method. This method uses the
representation of the modeled material as a set of individual particles, with given set of elastic
constants. This approach allows more efficient simulation of processes accompanied by large
deformations and violations of the continuity of the medium than when using grid methods.
Main principles of the numerical discrete element method, which have been widely used in
recent years due to the development of computer technology are described with references to
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primary sources. An example of calculating the contact force between two interacting elastic
spherical particles in the approximation of small deformations is given by decomposing it into
normal and tangential components. In the simplest approximation, this force is the representing
Hooke's law where the deformation of particles is considered as their spatial intersection. A
general description of the numerical model and calculation methods is given. The results of
modeling the process of normal high-speed impact interaction of a rigid rod with a hemispherical
head with a deformable granular medium consisting of steel spherical spheres are presented
taking into account the friction forces. An estimate is given of the contact forces from the
discrete medium on the solid hemisphere. The results of numerical studies are compared with
experimental data.

Keywords: discrete element method, large displacements, impact, penetration, granular layer,
friction.


