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Разработана и апробирована вычислительная схема идентификации ма-
териальных констант модели Мурнагана, описывающей нелинейно-упругие
свойства твердого тела на основе экспериментальных данных, полученных
путем проведения традиционных статических испытаний по растяжению,
кручению и изгибу образцов. Вместо реальных экспериментов используются
их вычислительные модели, основанные на применении полуобратного ме-
тода нелинейной теории упругости. Входными данными для процесса иден-
тификации служат диаграммы нагружения, построенные на основе числен-
ного исследования цепочек нелинейных краевых задач или, в простейшем
случае задачи одноосного растяжения, путем аналитического исследования
нелинейных алгебраических уравнений. Рассмотрены три типа диаграмм:
зависимость удлинения стержня от величины растягивающей силы, зави-
симость угла поворота сечения скручиваемого вала от величины крутящего
момента и зависимость изменения толщины бруса от величины изгиба-
ющего момента. Все диаграммы построены в предположении конечности
деформаций; последняя из трех типов диаграмм связана с проявлением ис-
ключительно нелинейных свойств материала. С целью проверки устойчиво-
сти разрабатываемой схемы исследования для идентификации также исполь-
зованы искусственно зашумленные варианты диаграмм нагружения. Вы-
числительная схема восстановления материальных параметров основывается
на решении задачи минимизации среднеквадратичного отклонения диаграм-
мы нагружения, построенной для этих параметров, от «экспериментальной»
диаграммы. Рельеф минимизируемой функции достаточно сложен для гра-
диентных методов, поэтому в качестве средства поиска минимума выбран
алгоритм дифференциальной эволюции. Его применение позволило добить-
ся удовлетворительного восстановления нелинейно-упругой модели, в том
числе в случае зашумленных входных данных. В то же время оказалось, что
чувствительность рассмотренных моделей деформирования к материаль-
ным параметрам может существенно различаться вплоть до невозможности
идентификации одного из параметров на основе выбранного механического
эксперимента.
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Введение

Модель Мурнагана [1] основана на удержании в выражении упругого потенциа-
ла слагаемых третьего порядка малости по деформациям. Она широко применяется
для моделирования существенно нелинейных эффектов, характеризующих большие
деформации изотропных упругих тел. Модель использована в целом ряде теорети-
ческих работ, связанных с учетом сжимаемости материалов при больших деформа-
циях. В [2] модель применялась для описания нелинейных явлений, таких как эффект
Пойнтинга, при моделировании классических механических экспериментов. Вопросы
теоретической устойчивости модели при описании сверхбольших деформаций обсуж-
дались в [3]. Потенциал Мурнагана использовался для теоретического обоснования
ряда моделей распространения волн в нелинейно-упругой среде, построенных на
сейсмологических данных [4], применялся для моделирования слоя тектоносферы
Земли при исследовании ее напряженно-деформированного состояния [5]. Модель
использовалась для описания поведения упругих и упругопластических деформа-
ций различных материалов при сверхвысоких давлениях, например таких, как ал-
маз [6]. Материал Мурнагана активно применяется при ультразвуковом анализе конст-
рукций [7, 8]. С его помощью в [9] изучено поведение тонкостенных металлических
пластин, подверженных усталостному разрушению и коррозии в результате воздей-
ствия окружающей среды. Модель находит широкое применение для моделирования
материалов с неоднородной структурой и внутренними дефектами, например бето-
на [10]. Потенциал используется также при изучении двумерных кристаллов, на-
пример, с его помощью изучалось плоское напряженное состояние графена в доста-
точно малом диапазоне нагружения [11]. В [12, 13] показана высокая степень примени-
мости модели не только к хрупким, но и к высокоэластичным материалам. Актуаль-
ность модели подтверждает и большое количество ее обобщений, например, на случай
упругопластического [14] и вязкоупругого [15] поведения материалов.

В [16] дан обзор основных методик, используемых для экспериментального
определения упругих констант третьего порядка – коэффициентов модели Мурнагана.
Наиболее распространенным подходом при этом являются акустические методы.
Подробная таблица значений констант Мурнагана, полученных на основе акусти-
ческих испытаний, приведена в [17].

Задачи восстановления материальных свойств на основе механических экспе-
риментов относятся к большому классу коэффициентных обратных задач [18]. В
статье [19] для идентификации параметров нелинейно-упругих потенциалов применен
метод квазилинеаризации, или обобщенный метод Ньютона – Рафсона. В [20] для
восстановления параметров предложена модель искусственной нейронной сети.
Мощным инструментом для решения задач идентификации являются эволюционные
алгоритмы [21]. В настоящей статье изучена возможность идентификации мате-
риальных параметров модели Мурнагана по экспериментальным данным трех клас-
сических статических экспериментов механики твердого тела (растяжение, изгиб и
кручение) и исследована эффективность алгоритма дифференциальной эволюции,
реализованного средствами библиотеки SciPy [22].
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1. Схема анализа прямых задач

Эксперименты моделируются с использованием полуобратного метода нелиней-
ной теории упругости. На первом его этапе, исходя из геометрических рассмотрений
и соображений симметрии, задается преобразование R(r), переводящее радиус-вектор
r точки отсчетной (недеформированной) конфигурации в радиус-вектор R текущей
конфигурации, содержащее один-два скалярных параметра, характеризующих дефор-
мированное состояние, и, возможно, одну неизвестную функцию одной переменной.
Далее вычисляются градиент деформации C = grad R и мера деформации Коши –
Грина G = CCT.

Определяющие соотношения для тензора напряжений Пиолы D сжимаемого
гиперупругого материала записываются с использованием функции удельной по-
тенциальной энергии деформации W в виде:

.2 , CD GC,  WW (1)

Уравнения равновесия при отсутствии массовых сил, записываемые в виде

,0div D (2)

сводятся либо к краевой задаче для одного обыкновенного дифференциального урав-
нения второго порядка, либо к системе нелинейных алгебраических уравнений.

В настоящей статье используется модель Мурнагана [1], для которой функция W
представляется полиномом по степеням инвариантов меры деформации Коши – Грина
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Материальные константы ,  при малых деформациях соответствуют парамет-
рам Ламе линейной теории упругости; константы l, m, n называются константами
Мурнагана или модулями упругости второго порядка. При проведении численных
расчетов напряжения и энергия приводятся к безразмерному виду путем деления на
параметр  и определяются, таким образом, четырьмя безразмерными материальны-
ми параметрами: коэффициентом Пуассона
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Далее значок тильды будем опускать.

2. Математические модели механических экспериментов

Одноосное растяжение образца. В отсчетной и текущей конфигурациях иссле-
дуемый образец имеет форму прямоугольной призмы, боковые грани которой парал-
лельны плоскостям декартовых координат. Одноосное напряженно-деформированное
состояние реализуется за счет приложения к верхней и нижней граням образца равно-
мерно распределенной нагрузки q; боковые грани образца остаются свободными.
Процесс растяжения описывается полуобратным представлением:
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,,, 332211 kxXdxXdxX  (4)

где x1, x2, x3 и X1, X2, X3 – декартовы координаты в отсчетной и текущей конфигура-
циях соответственно, d и k – поперечная и продольная кратности удлинения соответ-
ственно.

Градиент деформации C в этом случае постоянен, таковым является и тензор
напряжений Пиолы; следовательно, уравнения равновесия (2) удовлетворяются авто-
матически для любых значений деформационных параметров d и k. Последние могут
быть найдены из граничных условий: отсутствие напряжений на боковой поверхности
определяет зависимость между параметрами d и k, а краевое условие на торцах,
состоящее в равенстве компоненты (3,3) тензора Пиолы величине растягивающей
осевой нагрузки q, определяет связь этой нагрузки с коэффициентом удлинения k.
Подробный вывод и полученное (достаточно громоздкое) аналитическое выражение
для зависимости q(k) представлено в [23]. На рис. 1 приведены диаграммы растяже-
ния, построенные для трех наборов материальных констант модели Мурнагана, со-
ответствующих таким материалам [17], как

сталь Rex 535 (штриховая линия):

,333,9,064,8,103,1,269,0  nml
медь (сплошная линия):

,375,33,082,13,264,2,346,0  nml
и вольфрам (штрихпунктирная линия):

.796,7,781,5,449,3,272,0  nml

Изгиб панели. Брус прямоугольного сечения, занимающий до деформации область
–a/2  x  a/2, –h/2  y  h/2, где h – ширина сечения, a – толщина, изгибается тор-
цевыми моментами M. В результате деформации сечение приобретает форму сектора
полого цилиндра, для ее описания используется полуобратное представление, предло-
женное в [2]:

.,,1)( zZBy
B

xAR  (5)

Здесь x1, x2, x3 и R, , Z – декартовы координаты в отсчетной и цилиндрические ко-
ординаты в текущей конфигурациях соответственно, функция A(x) характеризует

Рис. 1. Диаграмма растяжения образца модели Мурнагана
из стали Rex 535, меди и вольфрама
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изменение толщины сечения после деформации; B – положительная постоянная.
Расстояние от начала координат до центра тяжести поперечного сечения после
деформации совпадает с величиной 1/B, а угол раствора кругового сектора, форму
которого приобретает сечение бруса после деформации, равен Bh.

Тензор напряжений Пиолы, соответствующий преобразованию (5), имеет струк-
туру:

.)()()( ZzzZyyRxxR xDxDxD eieieiD   (6)

Векторное уравнение равновесия (2) сводится к скалярному дифференциальному
уравнению второго порядка относительно функции A(x):

.0 y
xR BD

dx
dD (7)

Граничное условие, выражающее отсутствие нагрузки на внутренней и внешней бо-
ковой поверхностях деформированного бруса, запишется как
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С учетом определяющего соотношения (1) и обезразмеривания вида ,/~ axx 
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ся к виду (тильда опущена):
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Нелинейная краевая задача (9), (10) решалась численно. По найденной функции A(x)
определялся действующий на торцах бруса изгибающий момент:
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На рис. 2 приведена диаграмма зависимости между приложенным изгибающим
моментом и изменением толщины образца h = A(a/2) – A(–a/2) – a для трех наборов
материальных констант, соответствующих стали (штриховая линия), меди (сплошная
линия), вольфраму (штрихпунктирная линия). Из представленных графиков видно
(и может быть доказано аналитически), что изменение толщины при изгибе представ-
ляет собой чисто нелинейный эффект.
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Кручение цилиндра. Исследуемый образец представляет собой полый круговой
цилиндр длиной l с внутренним и внешним радиусами r0 и r1 соответственно. Ци-
линдр скручивается равными по величине торцевыми моментами, боковая поверх-
ность свободна от нагружения. Процесс кручения описывается преобразованием:

,,),( kzZzrPR  (12)

где r, , z и R, , Z – цилиндрические координаты в отсчетной и текущей конфигура-
циях соответственно, P(r) – подлежащая определению функция радиального смеще-
ния точек цилиндра,  – угол закручивания на единицу длины цилиндра, k – кратность
осевого удлинения при кручении.

Тензор напряжений Пиолы, соответствующий преобразованию (12), имеет следу-
ющую структуру:

.)()()()()( ZzzZzzZZRrrR rDrDrDrDrD eeeeeeeeeeD   (13)

Векторное уравнение равновесия (2) сводится к скалярному дифференциальному урав-
нению второго порядка относительно функции P(r):
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Граничное условие на боковой поверхности цилиндра с единичной нормалью er
записывается в виде

.0)(
10 , 

 rrrrR rD (15)

Выражения для продольной силы Q и крутящего момента M, действующих в попереч-
ном сечении цилиндра, записываются как
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Выражение краевой задачи (14), (15) через функцию P(r) не приводится в силу
громоздкости. Ее численное решение сопровождалось одновременным определением

Рис. 2. Диаграмма зависимости изгибающего момента от толщины образца
из стали Rex 535, меди и вольфрама
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коэффициента k из условия обращения осевой силы Q (16) в нуль. По найденным
значениям кратности удлинения k и функции P(r) вычислялось выражение (17) для
крутящего момента при заданном угле поворота.

На рис. 3 представлены диаграммы кручения цилиндра – зависимость между
крутящим моментом M и углом закручивания  при r0/r1 = 0,9 для трех наборов ма-
териальных констант модели Мурнагана, соответствующих стали Rex 535 (штриховая
линия), меди (сплошная линия) и вольфраму (штрихпунктирная линия).

3. Обратные задачи

Цель дальнейшего исследования состоит в идентификации параметров модели
Мурнагана на основе заданной диаграммы нагружения. Вместо реальных эксперимен-
тальных данных использованы результаты численного решения прямых задач, в том
числе содержащие искусственный шум. При тестировании вычислительной схемы
решения обратных задач был использован весь набор вариантов значений матери-
альных параметров из [17]. Ограничимся представлением результатов, соответствую-
щих набору параметров для стали Rex 535; все качественные выводы относятся ко
всем рассматриваемым вариантам.

Полагаем, что параметры Ламе  и , или модули упругости первого порядка,
известны, а искомыми являются модули упругости второго порядка, или параметры
Мурнагана l, m, n. Задача идентификации сводится к задаче нахождения минимума
функции отклонения расчетных теоретических данных, полученных численным реше-
нием одной из перечисленных выше краевых задач, от экспериментальных данных
с использованием метода наименьших квадратов:

,)(),,(
1

2



M

i
ii yynmlF (18)

где 

iy  – известные «экспериментальные» значения параметра нагружения; yi – рас-

четные значения этого параметра, вычисленные при тех же значениях деформацион-
ной характеристики для заданных значений l, m, n параметров Мурнагана; M – число
точек на диаграмме нагружения. В качестве средства численной минимизации в
настоящей статье использован алгоритм дифференциальной эволюции из пакета SciPy
языка Python [22]. Размер популяции выбран равным 10, условием остановки
является достижение заданного числа итераций, принятого далее равным 100. В ка-

Рис. 3. Диаграмма кручения образца модели Мурнагана
из стали Rex 535, меди и вольфрама
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честве области поиска выбран диапазон в ±75% от известного значения для каждой
константы. Полагаем, что эксперименты моделируют устойчивое нагружение об-
разцов.

В таблице 1 представлены найденные значения параметров l, m, n. Поскольку
алгоритм дифференциальной эволюции использует при реализации псевдослучайные
числа, результат при каждом его запуске, строго говоря, может варьироваться. При-
сутствующий в таблице разброс значений материальных параметров связан с прове-
дением не одного, а целого цикла вычислительных экспериментов для каждой мо-
дели нагружения.

Таблица 1
Определение параметров Мурнагана

с помощью алгоритма дифференциальной эволюции
l m n

Восстанавливаемые –1,103 –8,064 –9,333значения
Одноосное растяжение –1,1031 –1,1029 –8,0645 –8,0634 –9,3331 –9,3328
Кручение –1,104 –1,019 –8,0642 –8,0637 –9,3333 –9,3320
Изгиб –1,1035 –1,1029 –8,0644 –8,0640 –10,845 –7,821

В результате проведенных численных экспериментов можно сделать вывод о
надежном восстановлении констант l, m, n на основе экспериментальных данных по
одноосному растяжению и кручению. Из эксперимента на изгиб панели удается вос-
становить лишь параметры l и m, надежное определение константы n здесь не пред-
ставляется возможным. Заметим, что, согласно [2], в формулу, связывающую вели-
чину изгибающего момента с изменением толщины панели в квадратичном прибли-
жении, действительно не входит параметр n. Таким образом, использование экспери-
мента на изгиб для его идентификации представляется бесперспективным.

Рассмотрим задачу восстановления параметров модели на основе искусственно
зашумленных входных данных. Считаем, что шум является «абсолютным», то есть
его величина не зависит от значения деформационной или силовой характеристики
конкретной точки диаграммы нагружения, а представляет собой некоторое свойство
«средства измерения». В качестве такого свойства выбиралась доля от максимально
возможного значения измеряемой величины. Таким образом, для моделирования
шума точки на диаграмме нагружения отклонялись от своих первоначальных позиций
на малые случайные расстояния по следующей схеме: задавались два параметра x
и y, характеризующие максимально возможные смещения точки диаграммы в гори-
зонтальном и вертикальном направлениях соответственно, а затем точка с координа-
тами (x, y) на диаграмме заменялась точкой (x + x, y + y), где x – случайное число
в диапазоне (–xxmax, xxmax), а y – случайное число в диапазоне (–yymax, yymax).
Например, в задаче об одноосном растяжении ymax = qmax – максимальное значение
приложенной нагрузки на исследуемой диаграмме нагружения, xmax = (kmax – 1), где
kmax – максимальное значение коэффициента удлинения образца. В качестве x и y
здесь выбирались пары x = 0,005, y = 0,01 (малый шум) и x = 0,01, y = 0,03
(средний шум). Для задачи о кручении рассматривались параметры амплитуды шума
x = 0,005, y = 0,01 и x = 0,01, y = 0,03, для задачи изгиба – x = y = 0,005 и x =
y = 0,01. Получившийся набор точек далее заменялся его сплайн-интерполяцией.

Результаты идентификации параметров Мурнагана на основе зашумленных
диаграмм приведены в таблице 2. Заметим, что поскольку для конкретных значений
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шума использовался генератор случайных чисел, вычислительные эксперименты
для каждой модели нагружения образца проводились десятки раз.

Таблица 2
Результаты восстановления параметров Мурнагана на основе зашумленных данных

Шум  l m n
Восстанавливаемые –1,103 –8,064 –9,333значения
Одноосное Малый –1,471 –0,672 –8,211 –7,919 –9,746 –8,932
растяжение Средний –1,818 –0,353 –8,236 –7,882 –11,07 –7,621

Кручение Малый –1,497 –0,658 –8,379 –7,756 –12,07 –6,423
Средний –1,910 –0,316 –8,396 –7,742 –14,07 –4,833

Изгиб Малый –1,160 –1,046 –8,087 –8,033 –12,30 –6,373
Средний –1,710 –0,516 –8,146 –7,985 –16,03 –2,573

Вычисления показали, что при учете шума единственным надежно восстанавли-
ваемым параметром является коэффициент m, относительная погрешность восстанов-
ления которого для всех перечисленных выше вариантов значений параметра шума
не превышала 4%. Коэффициент l оказался существенно зависимым от шума в на-
чальных данных. В экспериментах на растяжение и кручение даже малый шум при-
водил к погрешности 40% в определении этого параметра. В эксперименте на изгиб
при малом шуме относительная погрешность его восстановления не превышала 5%,
но добавление абсолютного шума в 1% увеличивало эту погрешность до 55%, что
практически приближало найденное значение к случайному из области поиска. Ана-
логично, хоть и не в столь существенных пропорциях, шум влиял и на восстанавли-
ваемое значение параметра n.

Заключение

Изучена возможность идентификации упругих постоянных третьего порядка –
коэффициентов модели нелинейно-упругого материала Мурнагана – по данным ста-
тических испытаний. Для моделирования выбран такой набор механических экс-
периментов, который позволил применить полуобратный метод нелинейной теории
упругости и свести решение задачи по описанию процесса деформирования к ис-
следованию набора нелинейных алгебраических уравнений или к анализу нелинейной
краевой задачи для обыкновенного дифференциального уравнения. Построение
теоретической диаграммы «силовой фактор–деформация» для заданного набора мате-
риальных констант сведено, таким образом, к численному решению последователь-
ности нелинейных краевых задач, при этом эффективно использован метод продол-
жения по параметру нагружения. Такие диаграммы, а также их зашумленные аналоги
использованы в качестве входных данных для анализа обратных задач об идентифи-
кации параметров Мурнагана, которые решались с применением алгоритма диффе-
ренциальной эволюции.

Показано, что надежность восстановления констант существенно зависит от вида
механического эксперимента. Для устойчивого определения двух из трех параметров
Мурнагана, возможно, потребуется другая схема организации таких экспериментов,
например исследование эффекта Пойнтинга вместо анализа зависимости угла пово-
рота от момента при кручении.

Во всех численных экспериментах область поиска была хоть и достаточно боль-
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шой, тем не менее обязательно содержала искомую точку – триплет параметров
Мурнагана. Направление дальнейших исследований может быть связано с постро-
ением начального, хотя бы грубого, приближения к искомым параметрам только на
основе диаграмм нагружения с использованием технологий машинного обучения.
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The aim of the study is to develop and test a computational scheme for identifying the material
parameters of the Murnaghan model, which describes the nonlinear elastic properties of solid
bodies based on experimental data obtained through traditional static tests for tension, torsion,
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and bending of samples. Instead of real experiments, their computational models based on the
application of the semi-inverse method of nonlinear elasticity theory are used. The input data
for the identification process consists of loading diagrams constructed based on numerical
studies of chains of nonlinear boundary value problems or, in the simplest case, uniaxial
tension problems, through analytical investigation of nonlinear algebraic equations. Three
types of diagrams are considered: the dependence of the rod elongation on the tensile force,
the dependence of the angle of the section of a twisted shaft on the torque, and the dependence
of the change in the plate thickness on the bending moment. All diagrams are constructed
under the assumption of finite deformations; the last of the three diagrams is associated with
the manifestation of extremely nonlinear material properties. To verify the stability of the
developed scheme, artificially noisy versions of loading diagrams are also used for identification.
The computational scheme for material parameters identification is based on the solution of the
problem of minimizing the mean square deviation between the loading diagram constructed for
these parameters and the “experimental” diagram. The relief of the minimized function is quite
complex for gradient methods; therefore, a differential evolution algorithm was chosen to find
the minimum. Its application allows one to achieve satisfactory retrieving of the nonlinear
elastic model, including cases of noisy input data. At the same time, it was found that the
sensitivity of the considered deformation models to material parameters can vary significantly,
up to the impossibility of identifying one of the parameters based on the chosen mechanical
experiment.

Keywords: nonlinear elasticity, large strains, semi-inverse method, Murnaghan material, inverse
problems, evolutional algorithm.


