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Изложен алгоритм получения матрицы жесткости смешанного конеч-
ного элемента в форме четырехугольного фрагмента срединной поверхности
тонкостенной конструкции. За узловые неизвестные приняты кинематиче-
ские величины (приращения перемещений и их первые производные) и ве-
личины деформационные (приращения деформаций и приращения искрив-
лений срединной поверхности). Для аппроксимации кинематических вели-
чин внутренней точки конечного элемента принимались бикубические функ-
ции формы с полиномами Эрмита третьей степени. Приращения деформа-
ций и приращения искривлений аппроксимировались через узловые неиз-
вестные билинейными функциями формы. Физическая нелинейность реали-
зована на основе теории пластического течения. Компоненты тензора прира-
щений упругих деформаций через компоненты тензора приращений напря-
жений определялись в криволинейной системе координат на основе соотно-
шений механики сплошной среды с учетом гипотезы Кирхгофа – Лява. Ком-
поненты тензора приращений пластических деформаций получены в криво-
линейной системе координат на основе гипотезы теории пластического те-
чения об их пропорциональности компонентам девиатора напряжений при
прямолинейности нормали к срединной поверхности. Для получения матри-
цы жесткости разработанного конечного элемента использовался нелиней-
ный функционал, основанный на равенстве на шаге нагружения возможных
и действительных работ заданных нагрузок и возникающих внутренних уси-
лий, с заменой действительной работы внутренних усилий разностью полной
и дополнительной работы внутренних усилий на шаге нагружения. После
подстановки аппроксимирующих выражений в нелинейный смешанный
функционал и выполнения минимизации по узловым неизвестным образу-
ются две системы алгебраических уравнений относительно искомых узловых
неизвестных. На основе этих систем алгебраических уравнений строится
матрица жесткости конечного элемента размером 3636. Матрица жесткости
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структуры формируется обычным для метода конечных элементов спосо-
бом. На численном примере показана эффективность разработанного конеч-
ного элемента.

Ключевые слова: смешанный функционал, четырехугольный конечный
элемент, тензорно-векторная интерполяция искомых величин.

Введение

Из-за наличия в реальных инженерных конструкциях зон концентрации напря-
жений актуальной является задача определения напряженно-деформированного
состояния (НДС) в элементах инженерных сооружений при упругопластическом
деформировании [1–4]. Решение таких задач оказалось возможным только на основе
численных методов расчета [5–9]. Среди численных методов расчета конструктивных
элементов широкое применение получил метод конечных элементов (МКЭ) в форму-
лировке метода перемещений [10–13].

При использовании МКЭ в такой формулировке в качестве неизвестных при-
нимаются кинематические величины (приращения перемещений и их производные
различных порядков) [14–18]. Для получения линейных систем алгебраических
уравнений применяется вариационный функционал Лагранжа. Недостатком МКЭ в
этой формулировке является отсутствие совместности в значениях производных
перемещений на границах между элементами, а следовательно, и в значениях на-
пряжений и деформаций.

Для преодоления этого недостатка актуальной задачей становится задача разработ-
ки МКЭ в смешанной формулировке, когда за узловые неизвестные принимаются
кинематические величины (приращения перемещений и, возможно, их первые про-
изводные) и силовые (напряжения) или деформационные (приращения деформаций
и искривлений) параметры. При расчетах за пределом упругости вводятся пластиче-
ские множители [19–22]. Для получения системы алгебраических уравнений ис-
пользуются смешанные функционалы.

В настоящей статье в качестве конечного элемента принят четырехугольный фраг-
мент срединной поверхности оболочки с двумя полями узловых неизвестных: кинема-
тические величины (приращения перемещений и их первые производные) и де-
формационные величины (деформации и искривления срединной поверхности). Для
получения алгебраических уравнений разработан нелинейный смешанный функ-
ционал.

1. Определяющие уравнения теории пластического течения

Согласно теории течения, полные приращения деформаций ζ
αβ  в произвольномм

слое тонкостенной конструкции равны сумме приращений упругих деформаций lζ
αβ

и приращений пластических деформаций 
p αβ  [1, 2]
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где ,  – параметры Ламе; E – модуль упругости материала;  – коэффициент по-
перечной деформации; g – компонента метрического тензора; P(), P() – первые
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инварианты тензоров напряжений и их приращений; E1 – модуль начального участка
диаграммы деформирования; EK – касательный модуль диаграммы деформирования;
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– приращение интенсивности напряжений ( – обозначение компонент тензора
напряжений 11, 22, 12);
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2. Матрица жесткости конечного элемента

Для конечного элемента в форме четырехугольного фрагмента с узлами i, j, k и l
срединной поверхности тонкостенной конструкции в качестве узловых неизвест-
ных приняты приращения перемещений и их производных (в локальных координатах
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,............ }{}{ ,
2
,

2l
,

l
,

l
,

l
,

llllT

361

lililililkjiS
y vvvvvvvvvvvvv 





,............ }{}{ 222211 ,
2
,

2l
,

l
,

l
,

l
,

llllT

361

lililililkjig
y vvvvvvvvvvvvv 



 (3)

.22...22 }{}{ 122211122211122211122211
241

T lllllliiiiii
yE 



Аппроксимация приращений искомых величин в матричных выражениях:
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– столбцы приращений деформационных

параметров, получаемые через узловые неизвестные 
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L  – матрица алгебраических и дифференциальных операторов, [H] – матрица ап-

проксимирующих функций для компонент тензора приращений деформаций 11,
22, 12; [A] – матрица аппроксимирующих функций для компонент вектора пере-
мещений v1, v2, v; [B] – матрица, выражающая приращения деформаций через
узловые приращения компонент вектора перемещения, которая компонуется на ос-
новании соотношений Коши.

Для получения матрицы жесткости конечного элемента использовался нелинейный
смешанный функционал в виде
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При использовании гипотезы Кирхгофа – Лява и аппроксимирующих соотно-
шений (3) функционал (5) преобразуется к выражению
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где [Q], [Y ] – численно определяемые интегральные матрицы по толщине оболочки
и площади конечного элемента; { f}, { fq} – столбцы внутренних усилий и заданной
нагрузки за  j шагов нагружения; { fq} – столбец узловых усилий на рассматрива-
емом ( j + 1)-м шаге нагружения.

Минимизация функционала (6) по узловым неизвестным приводит к системе
уравнений
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– матрица жесткости конечного элемента, 
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 f  – невязка Рафсона [23, 24] на рассматриваемом шаге нагружения. Матрица

жесткости всей конструкции получается суммированием матриц (8).
После определения кинематических узловых неизвестных в результате решения

алгебраических уравнений для рассматриваемой конструкции по уравнениям (7)
находятся деформационные параметры и выполняется вычисление параметров проч-
ности.

3. Численный эксперимент

В качестве примера была рассчитана цилиндрическая оболочка, жестко защем-
ленная по правому торцу и свободная от закреплений по левому торцу, нагружа-
емая внутренним давлением интенсивностью q = 5 МПа. Исходные данные имели
следующие значения: длина образующей L = 0,8 м; радиус цилиндра R = 0,9 м;
толщина стенки h = 0,02 м; модуль упругости E = 74,9 ГПа; коэффициент Пуассона
 = 0,32. Диаграмма деформирования принята в виде ломаной из двух звеньев, на
этапе упрочнения имеющей вид .)023496,0(18087200 МПа ii

Вследствие осевой симметрии оболочка моделировалась одной лентой конечных
элементов, ориентированной вдоль образующей. Результаты расчета при последова-
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тельном сгущении сетки дискретизации и фиксированном числе шагов нагружения
nш = 32 позволили сделать вывод об удовлетворительной сходимости вычислитель-
ного процесса.

Зафиксировав сетку узлов дискретизации 261 и последовательно увеличивая
количество шагов нагружения, можно проследить сходимость вычислительного
процесса в зависимости от количества этапов нагружения в таблице 1, в которой
приведены численные значения нормальных напряжений на опорном и свободном
торцах на внутренней (in) и наружной (out) поверхностях оболочки.

Таблица 1

Сечение Напряжения, Количество шагов нагружения Аналитическое       МПа значение, МПа32 42 52 62 72
 11

in 322,3 322,1 321,9 322,5 323,1 –

Опорное 11
out –322,2 –322,1 –321,7 –322,5 –323,1 –


in 131,6 134,9 136,4 131,6 133,2 –


out –131,0 –135,0 –134,4 –131,8 –134,5 –

Свободный
11

in 0,026 0,017 0,014 0,012 0,011
0

торец
11

out 0,028 0,019 0,016 0,015 0,014


in 225,3 225,4 225,4 225,4 225,4
225,0

out 223,8 223,8 223,8 223,8 223,8

Анализ численных значений нормальных напряжений, представленных в табли-
це 1, позволяет сделать вывод о стабильности вычислительного процесса определения
прочностных параметров НДС оболочки при увеличении числа шагов последователь-
ного нагружения. Также следует отметить соответствие численных значений напряже-
ний на свободном торце цилиндра аналитическим значениям, полученным из условия
статического равновесия: 11 = 0, 22 = qR/h = 50,9/0,02 = 225 МПа.

На рис. 1 представлена эпюра нормальных напряжений 11 в опорном жестко
защемленном сечении оболочки при 62 шагах нагружения.

Анализ эпюры позволяет констатировать выраженный нелинейный характер
напряженного состояния оболочки в наиболее нагруженном сечении и выполнение
условия равновесия оболочки: сумма проекций всех сил на продольную ось x равна
нулю.

, см

–400     –300     –200     –100       0            100       200       300       400        11, МПа

0,25

0,50

0,75

1,00–322,5

–283,5

–244,3

–145,0

144,8

244,6

Рис. 1. Эпюра нормальных напряжений 11 в опорном сечении оболочки
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–0,25

–0,50

–0,75

–1,00
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Заключение

Основываясь на анализе результатов решения тестовой задачи, можно сделать
вывод о том, что разработанный алгоритм упругопластического расчета тонкостенных
конструкций из оболочек позволяет получать адекватную картину НДС такого рода
объектов с приемлемой для инженерных расчетов точностью.
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An algorithm for obtaining the stiffness matrix of a mixed finite element in the form of a
quadrangular fragment of the middle surface of a thin-walled structure is presented. The following
are accepted as nodal unknowns: kinematic quantities (displacement increments and their first
derivatives) and deformation quantities (strain increments and curvature increments of the
middle surface). To approximate the kinematic quantities of an internal point of a finite element,
bicubic shape functions with Hermite polynomials of the third degree were accepted. Strain
increments and curvature increments were approximated through nodal unknowns by bilinear
shape functions. Physical nonlinearity is implemented based on the theory of plastic flow. The
components of the elastic strain increment tensor were determined through the components of
the stress increment tensor in a curvilinear coordinate system based on the relations of continuum
mechanics, taking into account the Kirchhoff – Love hypothesis. The components of the plastic
strain increment tensor are obtained in a curvilinear coordinate system based on the hypothesis
of the plastic flow theory about their proportionality to the components of the stress deviator
with a straight normal to the middle surface. To obtain the stiffness matrix of the developed
finite element, a nonlinear functional was used based on the equality of possible and actual
works of specified loads and arising internal forces at the loading step, with the replacement of
the actual work of internal forces by the difference between the total and additional work of
internal forces at the loading step. After substituting the approximating expressions into the
nonlinear mixed functional and performing minimization over the nodal unknowns, two systems
of algebraic equations are obtained with respect to the sought nodal unknowns. Based on the
obtained systems of algebraic equations, a 36x36 finite element stiffness matrix is obtained.
The structure stiffness matrix is formed in the usual way for FEM. The efficiency of the developed
finite element is shown in a numerical example.

Keywords: mixed functional, quadrangular finite element, tensor-vector interpolation of sought
quantities.


