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Решается задача о распространении нестационарных продольных волн
в шаре с концентрической полостью, состоящем из однородных вязкоупругих
сферических слоев с условиями непрерывности перемещений и нормальных
напряжений на границах между контактирующими слоями. На поверхность
шара действует равномерно распределенная нормальная нагрузка, полость
остается свободной. Решение задачи построено с использованием интеграль-
ного преобразования Лапласа по времени. Решение в оригиналах получено
в новой форме, которая особенно удобна для численной реализации при
большом количестве однородных слоев как при регулярных ядрах релакса-
ции, так и при сингулярных ядрах Ржаницына – Колтунова. Эта новая форма,
также подходящая для других задач, позволила существенно упростить дина-
мические расчеты и с ростом числа слоев легко перейти к исследованию
нестационарных процессов в шаре из вязкоупругого функционально-гради-
ентного материала с непрерывно изменяющимися в радиальном направле-
нии физико-механическими свойствами. Применен метод аппроксимации
непрерывной неоднородности материала шара слоистой средой, часто ис-
пользуемый в стационарных динамических задачах для упругих, термоупру-
гих и пьезоэлектроупругих тел. Правомерность такого подхода для нестацио-
нарных задач была ранее подтверждена расчетами автора для тел с цилиндри-
ческими и плоскими границами. Для шара также наблюдалась сходимость
результатов с увеличением числа слоев при непрерывном изменении на-
грузки во времени. Исследованы переходные процессы при экспоненци-
альном типе неоднородности материала шара, в том числе неоднородности
сингулярного ядра релаксации.

Ключевые слова: волновые процессы, вязкоупругость, динамика слоис-
тых тел, функционально-градиентные материалы, неоднородный шар.

Введение

В настоящей статье представлены результаты работы, продолжающей исследо-
вания переходных волновых процессов в вязкоупругих слоисто-однородных телах
[1, 2], а также в функционально-градиентных материалах (ФГМ) с непрерывной
зависимостью физико-механических параметров от координат [3–5]. Известные дос-
тижения в изучении динамики вязкоупругих кусочно-однородных тел частично отра-
жены в публикациях [6–10], при этом большинство современных исследований по

ПРОБЛЕМЫ ПРОЧНОСТИ И ПЛАСТИЧНОСТИ, т. 87, № 1, 2025 г.

* Выполнено за счет гранта РНФ № 24-29-00164, https://rscf.ru/project/24-29-00164/.



104

этой теме относится к гармоническим колебаниям и волнам [11–13]. Появление новых
материалов и технологий, а также анализ опубликованных результатов в рас-
сматриваемой области подтверждают актуальность продолжения соответствующих
исследований, особенно это касается изучения переходных процессов в телах с
произвольным числом слоев при разных типах их наследственных свойств. В области
изучения динамики вязкоупругих ФГМ достижения других исследователей относятся
к стационарным процессам (например, [14–16]).

В настоящей статье построено решение нестационарной задачи для слоистого
вязкоупругого полого шара с использованием интегрального преобразования Лапласа
по времени. Задача решалась ранее при регулярных ядрах релаксации [1] и в асимп-
тотических приближениях [17]. Здесь решение в оригиналах получено в новой форме,
удобной для численной реализации при большом количестве однородных слоев как
при регулярных, так и при сингулярных ядрах Ржаницына – Колтунова. Эта форма
позволила существенно упростить расчеты и с ростом числа слоев перейти к исследо-
ванию переходных процессов в шаре из вязкоупругого ФГМ. Как и прежде [3–5],
применен метод аппроксимации непрерывной неоднородности материала слоистой
средой, часто используемый в стационарных динамических задачах для упругих
[18], пьезоэлектроупругих [19] и термоупругих ФГМ [20]. Правомерность такого
метода для нестационарных задач была подтверждена ранее для тел с цилиндриче-
скими и плоскими границами [3–5] при конкретных исходных данных.

1. Формулировка задачи

Рассмотрим шар радиусом RN с концентрической полостью радиусом R0, состо-
ящий из N однородных вязкоупругих слоев, границами которых являются кон-
центрические сферы с радиусами R1, R2, …, RN, причем R0 < R1 < R2 < … < RN.
С момента t = 0 на поверхность шара действует равномерно распределенная нормаль-
ная нагрузка P(t), полость остается свободной (рис. 1).

В сферической системе координат R, ,  с началом в центре полости введем
безразмерные величины с учетом симметрии волнового процесса (n = 1, 2, …, N ):
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Рис. 1. Центральное сечение шара и схема нагружения
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где t0 = RN/cN; 
)(n

Ru  – радиальное перемещение; 
)()( , nn

R   – радиальное и окружноее
напряжения ;)( )()( nn
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s
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v
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nn TTcG   – мгновенные значения модуляля
сдвига и коэффициента Пуассона, скорость продольных упругих волн, а также ядра
объемной и сдвиговой релаксации материала n-го слоя; P0 – безразмерная константа.

Математическую формулировку задачи составляют уравнения (n = 1, 2, …, N):
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а также условия непрерывности на границах между контактирующими слоями:
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где точка и штрих обозначают дифференцирование по  и r соответственно,
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2. Построение решения

Применим к задаче (1)–(4) интегральное преобразование Лапласа по времени,
обозначив изображения величин
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Решение U (n)(r, s) соответствующей задачи в изображениях имеет вид (n = 1, 2, …, N):
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Функции 1, 2 некоторого комплексного аргумента y имеют вид
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а штрих над ними обозначает производную по соответствующему аргументу. Для
изображений напряжений, где штрихом обозначена производная по r, получим:
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Построим оригиналы u(n) в случае, когда нагрузка задана функцией Хевисайда:
() = h(). Тогда точками ветвления изображений )(

2
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1
)( ,, nnn SSU  на комплексной
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плоскости могут быть только точки ветвления изображений ядер )(
s
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v , nn   (несмотря

на вид n) [2]. Полюсами 
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они же – собственные значения задачи о свободных колебаниях шара при  ),1()(
1

N

= 0. Множество корней (7) – комплексный спектр E – может иметь конечные пре-
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С учетом ограничений на 
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межутке при мнимой величине n функция Z(s) в уравнении (7) содержит перио-
дические функции со стремящимся к бесконечности аргументом при .)(nss   Таким
образом, следует полагать, что бесконечное количество действительных элементов
спектра E из окрестностей их предельных точек может находиться именно на ин-
тервалах ,; )( )(n
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решение задачи (1)–(4) в оригиналах можно записать в форме, содержащей ряд по
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Здесь zj = j + ij; j, j  R, j > 0 ( j = 1, 2, 3, …), при этом j < 0, {j ± ij} E.
Действительные величины 0, 0 следует выбирать из интервалов ),0;( )max(

0  s
),;0( 10   где ,max }{ )()max( nss    },)(Im{minIm 11 jzz   причем выбор на

этих интервалах произволен. Комплексные элементы zj будем находить методом ите-
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раций, взяв за начальное приближение чисто мнимые элементы E для упругого сло-
истого шара. Процесс начинается с поиска z1 с наименьшей положительной мнимой
частью 1 и продолжается до достижения нужного количества слагаемых в частичной
сумме ряда из (10). Напряжения через их изображения (6) выражаются аналогично.
При других функциях нагрузки ()  решение строится с помощью (10) и интеграла
Дюамеля.

В формуле (10) интеграл по отрезку умножается на функцию, стремящуюся к
нулю с ростом . Скорость сходимости к нулю несобственного интеграла с течением
времени растет, а его подынтегральная функция не является быстро осциллирующей,
что является достоинством формулы (10). Расчеты показали, что интегралы (10)
практически не влияют на волновой процесс после прихода первого фронта от воз-
мущенной границы в заданную точку, но влияют на точность выполнения начальных
условий до его прихода. При ядрах в виде сумм экспонент формула (10) тоже верна.

3. Результаты вычислений

Простота численной реализации решения (10) при N >> 1 позволяет аппрокси-
мировать слоями непрерывную неоднородность ФГМ. На рис. 2, 3 показаны резуль-
таты при воздействии треугольного импульса шириной 2d:
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на шар из ФГМ с полостью радиусом r0 = 0,5 и со следующими свойствами материала:
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где 0, G0, , v, s – мгновенные значения коэффициента Пуассона и модуля сдвига,
плотность и безразмерные ядра релаксации ФГМ. Скорость продольных упругих
волн от r не зависит, а ядро релаксации s зависит с монотонностью, противоположной
G0(r), (r).

Представлены относительные напряжения 1(r,), 2(r,) в шаре из ФГМ, кото-
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Рис. 2. Графики 2(r0, ) для шаров из ФГМ и для однородного упругого шара
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в слоистом шаре с 80 слоями одинаковой толщины при удержании 100 членов в
рядах (10). Для N > 80 результаты практически не менялись. Найдены значения

,0499,0)max( s  1  1,769, и в качестве верхних границ интегрирования в (10)
выбраны 0 = –0,001, 0 = 0,5. Отрицательные напряжения сжимающие (P0 > 0). На
рисунках изображены изменения во времени 2 на границе r = r0 и 1 на срединной
поверхности r = 0,75. Красные линии относятся к результатам для вязкоупругого
ФГМ, синие – для упругого ФГМ (при сохранении прочих исходных данных), зеленые
– для однородного упругого шара. Видно влияние на переходный процесс как
вязкости, так и неоднородности материала.

Заключение

Построено решение нестационарной задачи для слоисто-однородного вязкоупру-
гого полого шара с использованием интегрального преобразования Лапласа по вре-
мени. Решение в оригиналах получено в новой форме, отличной от представленной
в статье [4], которая удобна для численной реализации при большом количестве од-
нородных слоев как при регулярных, так и при сингулярных ядрах Ржаницына –
Колтунова. Эта форма, являющаяся еще одной модификацией спектрального раз-
ложения, существенно упростила динамические расчеты при аппроксимации непре-
рывной неоднородности материала многослойной средой. Наблюдалась сходимость
результатов с ростом числа слоев. Впервые исследованы переходные процессы в
полом шаре из вязкоупругого ФГМ при экспоненциально изменяющимися вдоль
радиуса физико-механическими параметрами, в том числе при экспоненциально изме-
няющемся параметре сингулярного наследственного ядра.
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The problem of propagation of nonstationary longitudinal waves in a sphere with a concentric
cavity consisting of homogeneous viscoelastic spherical layers with continuity conditions for
displacement and normal stresses at the boundaries between the contacting layers is solved.
A uniformly distributed normal load acts on the surface of the sphere, the cavity remains free.
The solution of the problem is constructed using the integral Laplace transform in time. The
solution in originals is presented in a new form, which is especially convenient for numerical
implementation with a large number of homogeneous layers for both regular relaxation kernels
and singular Rzhanitsyn – Koltunov kernels. This new form, also suitable for other problems,
made it possible to significantly simplify dynamic calculations and, with an increase in the
number of layers, it is easy to proceed to the study of transients in a sphere of viscoelastic
functionally graded material with continuously changing physical and mechanical properties
in the radial direction. A method for approximating the continuous inhomogeneity of the sphere
material by a layered medium is applied, which is often used in stationary dynamic problems for
elastic, thermoelastic and piezoelectroelastic bodies. The validity of this approach for
nonstationary problems was previously confirmed by the author's calculations for bodies with
cylindrical and plane boundaries. For the sphere, the convergence of the results was also
observed with an increase in the number of layers under a continuously time-varying load.
Transient processes with exponential type of the sphere material inhomogeneity, including the
inhomogeneity of the singular relaxation kernel, are investigated.

Keywords: wave processes, viscoelasticity, dynamics of layered bodies, functionally graded
materials, inhomogeneous sphere.
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