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Представлена постановка физически и геометрически нелинейной на-
чально-краевой задачи о деформировании оболочки вращения из гипер-
упругого материала с учетом внутреннего трения. Рассмотрены три модели
вязкости – Фойгта, Максвелла и больших вязкоупругих деформаций. Для
решения задачи используется метод прямых в сочетании с методом непре-
рывного продолжения по параметру. При этом производные разрешающих
переменных по времени заменяются их четырехточечными аппроксима-
циями. Таким образом, нелинейная начально-краевая задача сводится к не-
линейной краевой задаче, решаемой последовательно для каждого времен-
ного слоя, параметр дифференцирования соотношений последней использу-
ется в форме, предложенной В.И. Шалашилиным. Рассмотрена задача о
раздувании сферической оболочки из неогуковского материала. Исследо-
ваны случаи внезапно приложенного постоянного давления и гармонически
изменяющегося во времени давления. Параметры классических моделей
внутреннего трения выбраны такими, чтобы для моделей больших вязкоупру-
гих деформаций и Максвелла совпадали величины времени релаксации, а
для моделей Максвелла и Фойгта совпадали значения коэффициента вязко-
сти. Для случая раздувания оболочки постоянным давлением использование
модели больших вязкоупругих деформаций приводит к возникновению ко-
лебательного процесса с постоянной амплитудой, существенно меньшей
амплитуды колебаний оболочки без учета внутреннего трения. В случае
воздействия гармонически изменяющегося давления характер отличия ре-
зультатов расчетов, полученных при использовании модели больших вязко-
упругих деформаций, от результатов, полученных при применении моделей
Фойгта и Максвелла, сохраняется. Исследование изменения упругих и вязких
деформаций, рассчитываемых по моделям Максвелла и больших вязкоупру-
гих деформаций, показало наличие колебаний упругой деформации, характе-
ризующихся наименьшей частотой для модели Максвелла.

Ключевые слова: гиперупругие материалы, нелинейные начально-крае-
вые задачи, большие деформации, вязкоупругость, метод продолжения по
параметру.
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Введение

Для оболочек из гиперупругих материалов характерно достижение больших де-
формаций и перемещений под действием внутреннего давления. Решение подобных
задач в динамической постановке отличается существенной трудностью, которая тем
более увеличивается при учете диссипативных процессов в материале. Видимо, по
этой причине исследования учета внутреннего трения при анализе динамического
деформирования оболочек из гиперупругих материалов в доступной литературе осве-
щены весьма ограниченно. Вместе с тем диссипативные свойства гиперупругих мате-
риалов находят применение при создании и эксплуатации ряда технических уст-
ройств [1–6].

В отечественной литературе учет внутреннего трения в неогуковском материале
был проведен лишь одним автором [7, 8]. При этом использовалась модель Фойгта
без каких-либо обоснований.

Зарубежная литература отличается более широким спектром исследований воп-
роса описания диссипативных процессов в гиперупругих материалах. Первые работы
в этой области относятся к 40–80-м гг. XX века [9–11]. В дальнейшем авторы
рассматривали не только модель Фойгта [12], но и формировали соотношения ки-
нетической модели с учетом конечности величин деформаций. Так, в статье [13]
предложен нелинейный закон вязкоупругости для конечных деформаций и приведены
примеры его тестирования. В статье [14] рассмотрены две модели вязкоупругости
эластомеров, подразумевающие включение в модель стандартного линейного тела
ветвей, характерных для моделей Максвелла и Кельвина.

В [15] приведены результаты экспериментов по циклическому нагружению образ-
цов из неогуковского материала, а также представлено соотношение для коэффици-
ента внутреннего трения в случае одноосного напряженного состояния. Экспери-
ментальные исследования внутреннего трения для различных резин представлены  в
[16, 17]. В статьях [18, 19] представлены эволюционные уравнения для вязких де-
формаций. Конкретный их вид для случая двухосного напряженного состояния дан
в [19] для неогуковского материала, в [20] – для материала Gent'а. Дальнейшее раз-
витие модели нелинейной вязкоупругости для материала Gent'а получили в [21, 22].

Тем не менее, объем экспериментальных публикаций по исследованию вязких
свойств гиперупругих материалов представляется недостаточным. Так, белыми пят-
нами можно считать отсутствие исследований влияния температуры и частоты внеш-
него воздействия, а также данных о временном диапазоне деформирования, в течение
которого те или иные кинетические соотношения можно считать справедливыми.
Поэтому представляется обоснованной попытка проанализировать теоретически
влияние использования различных моделей внутреннего трения на динамическое
деформирование оболочек из гиперупругих материалов с целью оценки как их ка-
чественного различия, так и справедливости применения на временных интервалах,
превышающих время проведения экспериментов по определению характеристик вяз-
кости материалов.

Постановка задачи

Рассматривается задача осесимметричного динамического деформирования
оболочки вращения из гиперупругого материала, разрешающие соотношения которой
представлены в [23]. При учете внутреннего трения в материале отличие соотношений
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от соотношений из [23] отражается в зависимостях, связывающих напряжения и
деформации.

Рассмотрим модели Фойгта и Максвелла, а также предложенную в [19] модель
для случая больших деформаций. Тогда, к примеру, для неогуковского материала
физические соотношения примут вид:

1) для модели Фойгта (рис. 1а)
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2) для модели Максвелла (рис. 1б)
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При этом вводится понятие времени релаксации в соответствии с соотношением
R = /C, а деформация, описываемая моделью, складывается из деформации упру-
гого и вязкого элементов: ;21,,1,11  eee e

3) для модели больших вязкоупругих деформаций (рис. 1в) упругий потенциал
неогуковского материала имеет вид [19]:

.33 )()( 2
,3

2
,2

2
,1

2
3

2
2

2
1   eeeCCW

Кратность удлинения, описываемая рассматриваемой моделью, представлена соот-
ношением i = i,eei,, где i,e – кратность удлинения элемента модели, характери-
зуемого жесткостью C; ei, – кратность удлинения вязкого элемента .

Тогда совокупность соотношений, описывающих вязкоупругое поведение
неогуковского материала, имеет вид
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Время релаксации для этой модели описывается формулой R = /C.

Алгоритм решения

Для решения нелинейной начально-краевой задачи, представляемой соотноше-
ниями из [23] и дополненной физическими соотношениями (1), (2) или (3), (4), ис-
пользуется метод прямых в сочетании с методом дифференцирования по параметру.
Описание указанного алгоритма представлено в [24].

а)                                               б)                                                   в)

C

C

C

C




Рис. 1. Модели Фойгта (а), Максвелла (б) и больших вязкоупругих деформаций (в)
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Пример. Рассмотрим задачу динамического раздувания сферической оболоч-
ки из неогуковского материала. Примем отношение радиуса к толщине оболочки до
деформации R0/h0 = 100, плотность материала  = 950 кг/м3. Параметры модели
больших вязкоупругих деформаций, определенные в [19], равны: C = 87,8 кПа, C =
= 65 кПа,  = 1,3107 Пас. Для модели Максвелла примем также C = 87,8 кПа, а
коэффициент вязкости назначим таким, чтобы времена релаксации моделей Макс-
велла и больших вязкоупругих деформаций были равны, то есть  = 1,76107 Пас.
Для модели Фойгта примем коэффициент вязкости также равным  = 1,76107 Пас.

Рассмотрим три варианта зависимости раздувающего оболочку давления от
времени.

Задача о раздувании оболочки внезапно приложенным постоянным давлением.
Пусть величина давления p = 0,02C. На рис. 2 показаны соответствующие зависи-
мости прогиба оболочки от времени для случая упругого поведения материала и
моделей Фойгта, Максвелла и больших вязкоупругих деформаций (графики обо-
значены цифрами 1–4 соответственно). Прогиб указан в долях радиуса недеформиро-
ванной оболочки, а время – в долях обезразмеривающего параметра ./0 

  CR
Безразмерная величина времени релаксации R = 1730.

Для модели больших вязкоупругих деформаций влияние учета внутреннего трения
существенно сказывается на величинах прогиба, однако колебательный характер
динамического процесса сохраняется.

На рис. 3 представлены аналогичные графики для трех рассматриваемых моде-
лей вязкоупругого поведения материала (а – для модели Фойгта, б – для модели
Максвелла, в – для модели больших вязкоупругих деформаций) при величинах
времени релаксации R = 173, R = 1730, кривые обозначены цифрами 1 и 2 со-
ответственно.

Как видно, при уменьшении времени релаксации принципиально меняется по-
ведение оболочки из материала, описываемого моделью Максвелла, переходя от
колебательного процесса к непрерывному раздуванию оболочки. Для модели больших
вязкоупругих деформаций материала с уменьшением времени релаксации амплитуда
колебаний начинает возрастать.
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Рис. 2. Графики зависимости прогиба оболочки от времени при p = 0,02C
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Задача о раздувании оболочки гармонически изменяющимся давлением. Пусть
раздувающее оболочку давление изменяется по закону p = [0,015 + 0,005sin (0,25t)]C.
На рис. 4 представлены графики зависимости прогиба оболочки от времени. В целях
сохранения ясности изображений иллюстрации приведены для каждой модели
вязкоупругого поведения материала отдельно: а – модель Фойгта, б – модель Макс-
велла, в – модель больших вязкоупругих деформаций. На каждом графике цифры 1,
2 соответствуют случаям упругого и вязкоупругого поведения материала. Для моде-
лей Максвелла и больших вязкоупругих деформаций принято R = 1730. Прослежи-
вается аналогичный случаю постоянной величины давления характер влияния учета
внутреннего трения – колебательный процесс полностью исчезает для модели Фойг-
та, сохраняется с меньшими величинами амплитуд для модели больших вязкоупругих
деформаций и сопровождается непрерывным увеличением амплитуды для модели
Максвелла.

Исследуем соотношение упругих и вязких деформаций, рассчитываемых по
моделям Максвелла и больших вязкоупругих деформаций (рис. 5 и 6), предполагая
величины времени релаксации R = 173 (рис. 5а, 6а) и R = 1730 (рис. 5б, 6б).
Цифрами 1 и 2 обозначены графики упругой и вязкой деформаций соответственно.

Рис. 3. Графики зависимости прогиба оболочки от времени
при различных значениях времени релаксации
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Рис. 4. Графики зависимости прогиба оболочки от времени
при различных временах релаксации
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Рис. 5. Графики зависимости деформации оболочки от времени для модели Максвелла
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Во всех рассмотренных случаях для упругой деформации наблюдается колеба-
тельный процесс, заканчивающийся для модели Максвелла при R = 173 неограни-
ченным возрастанием величины деформации. Кроме того, в случае модели Максвелла
максимальные значения упругой деформации существенно превышают значения
вязкой деформации в текущий момент времени.

Для модели больших вязкоупругих деформаций при деформации R = 173 наб-
людаются низкочастотные колебания вязкой деформации с возрастающей амплитудой,
при этом величины деформаций на порядок меньше величин, получаемых при про-
ведении расчетов по модели Максвелла.

Заключение

Впервые дана полная постановка задачи об осесимметричном динамическом
деформировании оболочки вращения из гиперупругого материала произвольной
формы меридиана с учетом внутреннего трения по различным моделям. Отмечено
существенное отличие результатов расчетов с использованием модели больших вязко-
упругих деформаций даже в диапазоне малых деформаций.
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Physically and geometrically nonlinear initial boundary value problem statement concerning
hyperelastic shell of revolution deforming taking into account internal friction is represented in
the work. Three models of viscosity are considered – Voigt, Maxwell and large viscoelastic
strains. For problem solution method of lines combined with parameter continuation method is
used. At this time derivatives of resolving variables are replaced by their four-point approxima-
tions. Thus nonlinear initial boundary value problem is reduced to a nonlinear boundary value
problem, solved consequently for each time layer. Differentiation parameter for this problem is
used in the form suggested by V.I. Shalashilin. As an example the problem of spherical shell
made of neohookean material inflation is considered. Cases of suddenly applied constant
pressure and harmonic pressure are investigated. Parameters of classical models of internal
friction are chosen in such a way that for Maxwell and large viscoelastic strains models values
of relaxation time coincide, and for Maxwell and Voigt models values of damping coefficient
coincide. For the case of shell inflation by constant pressure large viscoelastic strains model
using leads to occurrence of oscillation process with constant amplitude which is much smaller
than shell oscillations amplitude without taking internal friction into account. In the case of
harmonic pressure acting the same character of differences of calculation results obtained
using large viscoelastic strains model and Voigt or Maxwell models remains. Investigation of
time dependence of elastic and viscous strains calculated by Maxwell and large viscoelastic
strains showed existence of elastic strain oscillations characterized by the smallest frequency
for Maxwell model.

Keywords: hyperelastic materials, nonlinear initial boundary value problems, large strains,
viscoelasticity, parameter continuation method.


