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Рассматривается стержень-полоса, состоящий по длине из закреплен-
ного и незакрепленного участков. Закрепленный участок конечной длины
считается соединенным с жестким и неподвижным опорным элементом
через упругие прослойки. Для представления перемещений стержня и про-
слоек приняты аппроксимации по сдвиговой модели С.П. Тимошенко с уче-
том их поперечного обжатия. На основе уравнений движения закрепленного
и незакрепленного участков стержня, записанных в перемещениях, найдено
точное аналитическое решение задачи о свободных и вынужденных гармони-
ческих колебаниях рассматриваемого стержня. Показано, что в рамках ис-
пользуемых аппроксимаций найденное решение разделяется на уравнения,
соответствующие независимым между собою продольно-поперечным и
изгибно-сдвиговым колебаниям, из которых набольший интерес представляет
последний тип колебаний, происходящих в сравнительно низком диапазоне
частот. Для них проведены численные эксперименты по определению собст-
венных форм и частот, а также динамической реакции при резонансных ко-
лебаниях стержня-полосы, закрепленного на двухстороннем опорном эле-
менте через упругие прослойки и выполненного из однонаправленного во-
локнистого композита на основе углеленты ЭЛУР-П и связующего XT-118.
Показана значительная трансформация напряжений поперечного сдвига в
стержне при переходе через границу от незакрепленного участка стержня к
закрепленному, а также ярко выраженная локализация напряжений попереч-
ного обжатия в области закрепленного участка, расположенной вблизи от-
меченной границы. Выполнен анализ структуры безразмерных корней ха-
рактеристического уравнения, соответствующего углам поворота попереч-
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ных сечений и прогибам закрепленного участка стержня. Отмечено, что
при анализе резонансных колебаний стержня эти корни являются комплек-
сными, что обусловлено введением комплексных модулей упругости для
учета демпфирующих свойств материала.

Ключевые слова: колебания, аналитическое решение, стержень-полоса,
сдвиговая модель С.П. Тимошенко, поперечное обжатие.

Введение

В статье [1] построена уточненная трансформационная модель динамического
деформирования стержня-полосы 0, закрепленного одним концом на двухстороннем
опорном элементе 3 через упругие прослойки 1 и 2 (рис. 1), на основе которой были
получены уравнения движения в усилиях и перемещениях его закрепленного и не-
закрепленного участков. Для представления перемещений отмеченных участков
стержня и прослоек были приняты аппроксимации по сдвиговой модели С.П. Тимо-
шенко с учетом их поперечного обжатия.

Введение в рассмотрение прослоек в исследуемой механической системе обус-
ловлено наличием их в реальных конструкциях [2]: например, в изделиях кон-
струкционной оптики летательных аппаратов (фонари самолетов, иллюминаторы).
Еще одно приложение такой механической системы может состоять в теоретичес-
ком обосновании усталостных испытаний композитных пластин на консольный изгиб
[3, 4], при которых пластина крепится к двухстороннему опорному элементу через
упругие прослойки.

Влияние неидеальности закрепления или соединения элементов конструкций
(наличие в них прослоек, проскальзывания, трения) на характер движения конструк-
ции достаточно трудно предсказать, если отсутствует понимание реальных физических
механизмов взаимодействия в области закрепления или соединения. Существуют
подходы, в рамках которых неидеальности предлагается рассматривать как не-
определенности [5–9], но главный вектор развития в этой области в настоящее время
формируется в направлении исследования физических механизмов взаимодействия.
Одним из таких механизмов является трение, которое может существенно изменить
характеристики механической системы типа балка–зажим [10–14].

Настоящая статья является продолжением [1] в плане построения точного ана-
литического решения задачи о вынужденных и свободных колебаниях стержня-
полосы на основе полученных уравнений движения закрепленного и незакрепленно-
го участков стержня, граничных условий для этих уравнений, а также силовых усло-
вий сопряжения отмеченных участков.

Рис.1. Схема закрепления стержня-полосы в опорном элементе через упругие прослойки
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1. Построение аналитического решения задачи
о вынужденных колебаниях стержня

Для построения аналитического решения воспользуемся уравнениями движения
в перемещениях, полученными в [1] (в обозначениях этой статьи), для закрепленного
и незакрепленного участков рассматриваемого стержня (см. рис. 1):
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Предположим, что поверхностная нагрузка pz в последнем уравнении системы
(2), действующая на незакрепленном участке стержня, меняется по гармоническому
закону

),(exp)(~  ixpp zz (3)

где i – мнимая единица,  – круговая частота. В этом случае для функций ,)0(u
)0()0()0( ,, w  можно ввести представления
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С учетом этих представлений из (1) следуют две системы однородных дифферен-

циальных уравнений:

,0~~~,0~~~ )0()0(
4

)0(
,

)0(
3

)0(
,

)0()0(
2

)0(
,

)0(
1

)0(
,  kukukku xxxxxx (5)

,0~~~,0~~~ )0()0(
8

)0(
,

)0(
7

)0(
,

)0()0(
6

)0(
,

)0(
5

)0(
,  wkkwkwk xxxxxx (6)

в которых уравнения (5) описывают продольно-поперечные, а уравнения (6) – изгибно-
сдвиговые колебания закрепленного участка стержня с обозначениями
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Путем введения разрешающей функции (0) в соответствии с представлениями
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первое уравнение системы (5) удовлетворяется тождественно, а второе принимает
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Аналогично можно ввести еще одну разрешающую функцию F (0) с использова-
нием соотношений
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Решения полученных уравнений (9) и (11) имеют вид
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Здесь 
)0()0( , jj dc  – постоянные интегрирования; rj, sj – корни характеристических

уравнений, составленных соответственно для (9) и (11), определяемые выражениями
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Имея корни (13), в соответствии с (8) и (10) находим функции ,~,~,~,~ )0()0()0()0( wu 
определяющие движение закрепленного участка стержня:
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Здесь введены обозначения
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построенных в статье [1], будут определяться выражениями
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где приняты обозначения
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Для получения решений уравнений движения (2) незакрепленного участка
стержня можно воспользоваться прежними соотношениями упругости (17) (отбрасы-
вая в них верхние индексы со скобками) и представлениями

),(exp~),(exp~),(exp~),(exp~  iiiwwiuu
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),(exp~),(exp~  iTTiTT xzxzxx

).(exp~),(exp~  iMMiMM xzxzxx (21)

С учетом этих представлений, а также закона нагружения (3) из (2) следуют две
системы уравнений:

,0~~~,0~~~
4,3,2,1,  kukukku xxxxxx (22)

138,7,6,5,
~~~~,0~~~ Bpwkkwkwk zxxxxxx  (23)

с коэффициентами ,...,, 81 kk  которые можно получить из соответствующих коэффици-
ентов ,...,, )0(

8
)0(

1 kk  определяемых выражениями (7), при отбрасывании в них верхних
индексов со скобками, а также слагаемых, содержащих величины 

0
3

0
13 , EG  и 0.

При введении разрешающей функции  в соответствии с зависимостями

)( ,2
1

,
1~,~

xxx k
k

u  (24)

первое уравнение системы (22) удовлетворяется тождественно, а второе принимает
вид

,02 ,,  nm xxxxxx (25)

где .,2 423142 kknkkkkm 
Решение системы уравнений (23) зависит от характера зависимости ).(~ xpz  Если

в простейшем случае величину zp~  считать по длине незакрепленной части стержня
постоянной, то можно ввести еще одну разрешающую функцию F с использованием
соотношений

,
~1~,~

138
,6

5
, )(

Bk
pFFk

k
wF z

xxx  (26)

которые обращают в тождество первое уравнение системы (23), а второе уравнение
этой системы записывается в виде

,02 ,,  cFbFF xxxxxx (27)

где .,2 867586 kkckkkkb 
Решения полученных уравнений (25) и (27) имеют вид

).(exp),(exp
4

1

4

1
xqdFxpc j

j
jj

j
j 



 (28)

Здесь jj dc ,  – постоянные интегрирования; jj qp ,  – корни характеристических урав-
нений, составленных соответственно для (25) и (27), определяемые выражениями
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Полученные решения (28) с использованием соотношений (24) и (26) дают возмож-
ность найти функции ,~,~,~,~ wu   определяющие движение незакрепленного участка
стержня:

,)(exp~),(exp~ 4

1

4

1




j

jjj
j

jjj xpcxppcu
(31)
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где введены обозначения
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2
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2
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k
qk

k
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j
j

j
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


 (32)

Величины ,~,~,~,~
xzxxzz MMTT  участвующие в представлениях (21), на основании

зависимостей (31) и соотношений упругости (17) (при отбрасывании в них последних
верхних индексов со скобками) будут определяться выражениями

),(exp)1(~),(exp~ 4
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(33)
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Полученные решения (14) и (31) содержат шестнадцать постоянных интегри-
рования ,4,1,,,, )0()0( jddcc jjjj  для нахождения которых можно использовать оче-
видные условия

,0)(,0)(,0,0 0
)0(

0
)0(

0
)0(

0
)0( )()( 

 xxxx
wwuu (34)

а также граничные условия для уравнений движения (1), (2) и силовые условия со-
пряжения закрепленного и незакрепленного участков стержня, записанные в переме-
щениях [1]:
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Подставляя функции (14) и (31) в условия (34)–(37) и учитывая представления
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(4), (16), (21), а также зависимости (19) и (33), приходим к системе шестнадцати
линейных алгебраических уравнений
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которая распадается на две независимые системы: первая система уравнений в
качестве неизвестных содержит постоянные интегрирования ,4,1, )()0( jcc jj  соот-
ветствующие продольно-поперечным колебаниям стержня, а вторая система –
постоянные ,4,1, )()0( jdd jj  отвечающие его изгибно-сдвиговым колебаниям. При
этом практический интерес представляет последний тип колебаний, происходящих в
сравнительно низком диапазоне частот, в котором продольно-поперечные колебания
стержня можно не учитывать.

Систему уравнений относительно постоянных интегрирования )( 4,1,)0( jdd jj
можно представить в виде

},{}]{[ BXA  (39)

где  [A], {X }, {B} – соответственно квадратная матрица и столбцы, состоящие из
элементов a, x, b с индексами (не указанные элементы матрицы [A] и столбца {B}
имеют нулевые значения):
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Решение }{][}{ 1 BAX   системы (39) в конечном итоге полностью определяет
параметры напряженно-деформированного состояния (НДС) стержня при вынуж-
денных изгибно-сдвиговых колебаниях. Однако следует заметить, что разработанная
методика не учитывает демпфирующие свойства материала стержня и упругих про-
слоек и поэтому может давать корректное решение только при частотах, находящихся
вдали от резонансной зоны, в то время как наибольшие амплитуды колебаний обычно
имеют место в резонансных режимах нагружения, при которых демпфирующие свой-
ства материала необходимо обязательно учитывать [15]. При гармоническом законе
деформирования стержня это можно сделать с использованием известной гипотезы
комплексного внутреннего трения [16–18], заменяя величины 
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соответственно комплексными модулями упругости
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где 1, 3, 13 – логарифмические декременты колебаний (ЛДК) материала стерж-
ня соответственно при растяжении-сжатии в направлениях осей Ox, Oz и при сдвиге
в плоскости Oxz; 

0
13

0
3 ,   – те же величины при поперечном обжатии и поперечномм

сдвиге материала прослоек.

2. Определение собственных форм и частот
свободных изгибно-сдвиговых колебаний стержня
(модальный анализ)

При наличии системы уравнений (39) задача определения собственных форм и
частот изгибно-сдвиговых колебаний рассматриваемого стержня (см. рис. 1)
сводится к решению системы однородных уравнений

},0{}]{[ XA (41)

где  [A] – матрица системы (39), вычисляемая без учета демпфирующих свойств
материала; {X } – столбец, состоящий из постоянных )( 4,1,)0( jdd jj  (в обозначе-
ниях предыдущего раздела). Система уравнений (41) имеет нетривиальное решение
{X }  {0} при условии равенства нулю определителя матрицы [A] (det [A] = 0), из
которого можно найти интересующие собственные частоты k (k = 1, 2, 3, …), каждой
из которых соответствует некоторое ненулевое решение {X }k. Однако вычисления
показали, что определитель матрицы [A] при этом всегда получается комплексным
и тогда решение частотного уравнения det [A()] = 0 становится невозможным.

Причина появления комплексного определителя матрицы [A] обусловлена тем,
что коэффициенты b и c разрешающего уравнения (27) относительно функции F для
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незакрепленного участка стержня всегда являются отрицательными, причем |c | >>
>> |b |. В таком случае первые два корня q1, q2 характеристического уравнения, со-
ставленного для (27), как видно из (30), являются вещественными, причем q1 > 0,
q2 = –q1, а последние два корня q3, q4 являются мнимыми и связаны равенством
q4 = –q3. Это позволяет вместо исходной функции F, определяемой вторым выраже-
нием в (28), использовать зависимость

),(cos)(sin)(exp)(exp 24231211 xdxdxdxdF  (42)

где 1 = q1,  2 = –iq3 (i – мнимая единица), а )( 4,1jd j  – новые постоянные
интегрирования.

Использование зависимости (42) дает вместо матрицы [A] модифицированную
матрицу ,][A  состоящую только из вещественных элементов (процесс получения
матрицы ][A  подобен процессу, который использовался при формировании матрицы
[A] системы (41), и в настоящей статье не приводится). Таким образом, приходим к
частотному уравнению ,0)(det ][ A  из которого можно численно определить инте-
ресующие собственные частоты k (k = 1, 2, 3, …) с использованием какой-либо
подходящей итерационной процедуры.

Для определения собственных форм колебаний при наличии частот k следует
решить систему уравнений

.0}{}]{[ XA (43)

Так как уравнения (43) являются однородными, то нетривиальное решение 0}{ X
при условии det [A] = 0 можно получить только с точностью до множителя. Для
этого все неизвестные обычно выражаются через некоторую одну неизвестную вели-
чину, для которой впоследствии задается некоторое произвольное значение. Однако
такой прием требует проведения длительных неформальных преобразований структуры
исходной системы уравнений, которые трудно поддаются автоматизации вычислений.
Наиболее простой способ получения нетривиального решения системы (43) (без
преобразования ее структуры) может состоять в применении известного правила
Пэйна – Айронса [19, 20]. Согласно этому правилу выбирается наибольший по модулю
диагональный элемент iia  матрицы ,][A  который затем умножается на параметрр
штрафа  = 1010–1012, а элементу с номером i правой части системы вместо нуля
присваивается значение aiiq, где q <<  – некоторая произвольная величина. Тогда
уравнение с номером i системы (43) становится таким:

....... 882211 qaxaxaxaxa iiiiiiii  (44)

Слагаемое iii xa   в (44) получается по модулю примерно в  раз больше всех ос-
тальных. Это дает qxi   (с точностью до 10–10–10–12), а все остальные неизвестные
при решении отмеченной системы получаются выраженными через .ix

Необходимо заметить, что замена исходной функции F, определяемой вторым
выражением в (28), зависимостью (42) необходима лишь при модальном анализе
стержня, а при решении задачи о резонансных изгибно-сдвиговых колебаниях
стержня можно брать исходную функцию F, поскольку в этом случае для учета
демпфирующих свойств используются комплексные модули упругости (40), что
приводит к необходимости проведения всех вычислений в области комплексных
чисел. Для этого можно использовать любой пакет компьютерной математики,
позволяющий работать с отмеченными числами, например МATLAB [21].
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3. Численные эксперименты и анализ полученных результатов

Эксперимент 1. Проведен модальный анализ рассматриваемого стержня  (см.
рис. 1), выполненного из однонаправленного волокнистого композита на основе
углеленты ЭЛУР-П и связующего XT-118 с характеристиками [22]: E1 = 104,7 ГПа,
E3 = 5,7 ГПа, G13 = 1,0 ГПа,  = 1500 кг/м3, 1 = 3 = 0,05, 13 = 0,10. Разме-
ры стержня: l = 50 мм, a = 300 мм, h = 3 мм. Упругие прослойки имеют толщину
t = 0,8 мм и выполнены из твердого полиуретана PR700 с характеристиками: 0

3E
ГПа,3,2 ,ГПа77,00

13 G  ,60,00
3   ,75,00

13   0 = 1240 кг/м3.
Частотное уравнение 0)(det ][ A  решалось методом половинного деления [23]

до выполнения условия ,)/()( )(
max

)(
min

)(
max  rrr

 где 
)(

min
)(

max , rr  – границы текуще-
го интервала поиска, в котором расположен корень уравнения; r – номер текущей
итерации;  = 10–6  – заданная точность. После выполнения этого условия был найден
искомый корень .2/)( )(

min
)(

max
rr   Для нахождения интервалов поиска корней

уравнения 0)(det ][ A  предварительно была проведена стандартная процедура
отделения корней, в результате которой были выделены три интервала частоты  f 
/(2): 20  f  60 Гц, 240  f  280 Гц и 720  f  760 Гц, каждый из которых
содержал один корень отмеченного уравнения. Таким образом, были найдены три
низшие собственные частоты f1, f2, f3 с точностью  = 10–8, для достижения кото-
рой потребовалось соответственно 27, 24 и 23 итерации.

В таблице 1 приведены низшие собственные частоты  f1, f2, f3 изгибно-сдвиговых
колебаний стержня, полученные с использованием трех различных расчетных
моделей: первая строка соответствует предлагаемой уточненной модели; вторая –
простейшей модели (без учета поперечного обжатия прослоек), рассмотренной в
[21]; в третьей строке приведены значения f1,  f2,  f3, полученные в случае жесткого
защемления сечения x = 0 с использованием известной формулы [24]

,3,2,1,
2 4

0

2





 k
am

EIf k
k (45)

где EI – жесткость стержня на изгиб, m0 – погонная масса, 1 = 1,87510, 2 =
= 4,69409, 3 = 7,85476 (для композитного стержня-полосы в формуле (45) вместо
EI и m0 следует брать соответственно величины D11 и h).

Таблица 1
Значения  f1, f2,  f3 для трех различных расчетных моделей

Расчетная модель f1, Гц f2, Гц f3, Гц
Уточненная модель 43,045 269,456 742,644
Простейшая модель 43,374 272,413 764,136
Жесткое защемление сечения 44,987 281,928 789,409

Из таблицы видно, что наименьшие значения   f1,  f2,  f3, как и следовало ожидать,
соответствуют уточненной модели, учитывающей поперечное обжатие прослоек, что
несколько увеличивает податливость закрепленного участка стержня, а наибольшие
значения  f1,  f2,  f3 получаются при жестком защемлении сечения x = 0.

На рис. 2 представлены нормированные формы прогибов  max111
~~ wwW  и

max222
~~ wwW  незакрепленного участка рассматриваемого стержня (см. рис. 1)

при его свободных колебаниях на полученных частотах f1 = 43,045 Гц и f2 =
= 269,456 Гц. Значения 1

~w  и 2
~w  на каждой частоте определялись с использовани-
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ем второй зависимости в (29) при 0~ zp  и функции ,FF  определяемой выраже-
нием (42).

Эксперимент 2 .  Определялась динамическая реакция того же стержня-поло-
сы при резонансных колебаниях, возбуждаемых поверхностной нагрузкой pz =

)(exp~  ipz  с амплитудой 64~ zp  Н/м2 и круговой частотой  = k = 2fk, k =
= 1, 2. На рис. 3 приведены амплитуды резонансных колебаний 21

~,~ ww  незакреплен-
ного участка стержня соответственно на частотах f1 = 43,045 Гц и f2 = 269,456 Гц,
по форме совпадающие (с точностью до множителя) с соответствующими формами
W1, W2 свободных колебаний (см. рис. 2), что находится в соответствии с известным
в теории колебаний положением о подобии отмеченных форм.

На рис. 4 приведены амплитуды нормальных напряжений xx  ~,~ )0(
 на поверхно-

сти z = h/2 соответственно закрепленного и незакрепленного участков при резонан-
сных колебаниях стержня на частотах f1,  f2. В обоих случаях наблюдается ярко
выраженная локализация значений 

)0(~
x  вблизи сечения x = 0 закрепленного участкаа

стержня и стремление их к нулю по мере приближения к торцевому сечению x =
= –l = –50 мм. В сечении x = 0 при переходе от закрепленного участка к незакреплен-
ному напряжения xx  ~,~ )0(  получаются одинаковыми.

Необходимо отметить, что результаты, приведенные на рис. 3 и 4 для предлагаемой
уточненной модели деформирования стержня, получились практически совпадаю-
щими с аналогичными результатами, приведенными в статье [25], в которой рассмат-
ривался такой же стержень при использовании простейшей модели, построенной
без учета поперечного обжатия упругих прослоек, из чего можно сделать вывод о
том, что поперечное обжатие прослоек практически не влияет на амплитуды резонанс-

Рис. 3. Амплитуды резонансных колебаний w~1 (а) и w~2 (б) незакрепленного участка стержня

а)

0                      100                  200                x, мм 0                   100                  200              x, мм

б)

4

8

12

w~1, мм w~2, мм

–0,2

–0,1

0

0,1

Рис. 2. Нормированные формы прогибов W1 (а) и W2 (б) незакрепленного участка стержня

W1

а)

0                     100                 200              x, мм

0,25

0,50

0,75

0                   100                 200              x, мм

–0,5

0,5

0

W2

б)

–1,0
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ных колебаний 21
~,~ ww  и амплитуды нормальных напряжений )0(~

x и x
~  соответственно

на закрепленном и незакрепленном участках стержня.

На рис. 5а представлены амплитуды касательных напряжений xzxz  ~~ и)0( при
использовании предлагаемой уточненной модели, полученные соответственно на
закрепленном и незакрепленном участках стержня при резонансных колебаниях на
частоте  f1, а также амплитуды касательных напряжений )2()1( ~,~

xzxz  в середине прослоек,
которые получаются одинаковыми и обозначены как .~ )(r

xz  На рис. 5б для сравнения
приведены аналогичные результаты, полученные в [25] при использовании простейшей
модели. Нетрудно видеть, что на графике уточненной модели значения напряжений

)(~ r
xz  в прослойках получаются заметно выше, а значения касательных напряжений

)0(~
xz  в стержне по модулю, наоборот, ниже тех, что имеют место в простейшей модели.

При этом максимальные по модулю напряжения )0(~
xz  в уточненной модели получаются

не в сечении x = 0 закрепленного участка стержня, как было в простейшей модели,
а несколько смещенными влево относительно отмеченного сечения (см. рис. 5а),
что можно объяснить учетом в уточненной модели поперечного обжатия прослоек.

Необходимо отметить еще одну отличительную особенность, относящуюся к рас-
пределению касательных напряжений )(~ r

xz  по толщине прослоек: в простейшей модели
эти напряжения по толщине прослоек были постоянными, а в уточненной модели

Рис. 5. Амплитуды касательных напряжений ~xz
(0) (сплошные линии),

~xz (штриховые линии) и ~xz
(r) (точки) при резонансных колебаниях стержня

на частоте f1 в уточненной (а) и простейшей (б) моделях

~xz
(0), ~xz, ~xz

(r) МПа

а)
–100              0              100           200          x, мм

6 6

б)
–100              0             100             200         x, мм

–4

–2

0

2

4

~xz
(0), ~xz, ~xz

(r) МПа

–4

–2

0

2

4

~x
(0), ~x, МПа

а)
–100                       0              100             200         x, мм

0

–5

5

0

б)

–10
–100              0              100             200      x, мм

–80

–60

–40

–20

~x
(0), ~x, МПа

Рис. 4. Амплитуды нормальных напряжений ~x
(0) (сплошные линии)

и ~x (штриховые линии) на поверхности z = h/2 при резонансных колебаниях стержня
на частотах  f1 (а) и f2 (б)

10
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они линейно зависят от координат z(1), z(2), так что максимальные значения их
получаются на поверхностях ,2)1( tz  ,2)2( tz   примыкающих к стержню, а
минимальные – на поверхностях ,2)1( tz  ,2)2( tz   контактирующих с опорным
элементом. Вычисления показали, что в сечении x = 0, где напряжения )(~ r

xz  по длине
закрепленного участка стержня получаются наибольшими, 757,5~ )(

max,  r
xz МПа,

373,4~ )(
min,  r

xz  МПа, что указывает на заметный градиент )(~ r
xz  в направлении оси

Оz стержня. По поводу касательных напряжений xz~  на незакрепленном участке
можно отметить, что указанные напряжения в обеих моделях деформирования стержня
получаются практически одинаковыми.

При переходе от закрепленного участка стержня к незакрепленному касательные
напряжения в стержне в обеих моделях испытывают ярко выраженную трансфор-
мацию, обусловленную различием моделей деформирования отмеченных участков
стержня. При этом наиболее значительной она является в простейшей модели (см.
рис. 5б), для которой отношение максимального по модулю значения 

)0(~
xz на закреп-

ленном участке стержня к значению xz~  в сечении x = 0 незакрепленного участкаа
равно приблизительно пятнадцати.

На рис. 6 приведены амплитуды )2()1( ~,~
zz  напряжений поперечного обжатия в

прослойках, которые являются одинаковыми по величине и противоположными по
знаку. Наблюдается ярко выраженная локализация значений )2()1( ~,~

zz  вблизи сечения
x = 0 и весьма быстрое стремление их к нулю по мере удаления от этого сечения.

Эксперимент 3. Проведен анализ структуры безразмерных корней  jlss jj (
)4,1  характеристического уравнения, составленного для (11), определяющих

характер зависимости параметров НДС прослоек и закрепленного участка стержня
от безразмерной координаты .lxx   При исходных данных, приведенных в экспе-
рименте 1, все указанные корни js получились вещественными: ,838,641 s 2s

,1s  ,804,83 s  ,34 ss   что должно указывать на затухание отмеченных парамет-
ров по мере удаления от сечения x = 0 внутрь закрепленного участка стержня (при
этом значения этих корней при изгибно-сдвиговых колебаниях стержня оказываются
практически не зависящими от циклической частоты  f ). Однако при введении для
анализа резонансных колебаний стержня комплексных модулей упругости (40) все
корни отмеченного характеристического уравнения оказались комплексными:

,345,4232,65*
1 is   ,*

1
*
2 ss  ,602,0834,8*

3 is   .*
3

*
4 ss   Сравнение получен-

ных безразмерных корней js  и *
js  показывает, что вещественные части *

js получают-т-
ся достаточно близкими к соответствующим корням ,js  а мнимые части *

js намно-
го (примерно в пятнадцать раз) меньше соответствующих вещественных частей .*

js

Рис. 6. Aмплитуды нормальных напряжений ~z
(1) (сплошная линия)

и ~z
(2) (штриховая линия) в прослойках при резонансных колебаниях стержня на частоте f1

~z
(1), ~z

(2), МПа

–50         –40         –30         –20        –10        x, мм
–4

–2

0

2
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В связи с этим возникает вопрос о степени влияния мнимых частей комплексных
корней *

js  на параметры НДС рассматриваемого стержня и о том, для каких корней
это  влияние является наибольшим. Проведенные вычисления показали, что неучет
мнимых частей только в комплексных корнях *

1s и 
*
2s дает практически те же ре-

зультаты, что и при их наличии, а существенное влияние на НДС закрепленного
участка стержня и прослоек оказывают мнимые части корней *

3s  и :*
4s  неучет мнимых

частей повышает максимальные нормальные напряжения 
)0(~

x  в стержне и макси-
мальные касательные напряжения )(~ r

xz  в прослойках по сравнению с их исходными
значениями приблизительно на 30%, а максимальные по модулю касательные напря-
жения )0(~

xz  в стержне увеличиваются при этом примерно на 50%, но эти изменения
отмеченных напряжений практически не влияют на степень локализации их в ок-
рестности сечения x = 0. Наибольший рост за счет неучета мнимых частей корней

,*
3s  

*
4s  получается в отношении напряжений поперечного обжатия 

)2()1( ~,~
zz  в

прослойках: в сечении x = 0 они возрастают по сравнению с исходным решением
(см. рис. 6) приблизительно в восемь раз, а степень локализации их в окрестности
этого сечения, наоборот, значительно снижается.

Заключение

Найдено точное аналитическое решение задачи о свободных и вынужденных
гармонических колебаниях стержня-полосы, закрепленного на двухстороннем опор-
ном элементе через упругие прослойки. Для представления перемещений стержня и
прослоек приняты аппроксимации по сдвиговой модели С.П. Тимошенко с учетом
их поперечного обжатия. Показано, что в рамках используемых аппроксимаций
найденное решение разделяется на уравнения, соответствующие независимым
продольно-поперечным и изгибно-сдвиговым колебаниям, из которых набольший
интерес представляют изгибно-сдвиговые колебания, происходящие в сравнительно
низком диапазоне частот. Проведены численные эксперименты по определению
собственных форм и частот, а также динамической реакции при резонансных
колебаниях стержня-полосы, выполненного из однонаправленного волокнистого
композита на основе углеленты ЭЛУР-П и связующего XT-118 и закрепленного на
двухстороннем опорном элементе через упругие полиуретановые прослойки. Пока-
зана значительная трансформация касательных напряжений )0(~

xz в стержне при пере-
ходе через границу x = 0 от незакрепленного участка стержня к закрепленному (см.
рис. 5а), а также ярко выраженная локализация напряжений поперечного обжатия

)2()1( ~,~
zz   в прослойках области закрепленного участка, расположенной вблизи

отмеченной границы (см. рис. 6).
Проведен анализ структуры безразмерных корней )4,1(  jlss jj  характери-

стического уравнения, составленного для (11), определяющих характер зависимости
параметров НДС прослоек и закрепленного участка стержня от безразмерной коор-
динаты .lxx   Отмечено, что при анализе резонансных колебаний стержня корни
являются комплексными, что обусловлено введением комплексных модулей упруго-
сти для учета демпфирующих свойств материала. Выявлено существенное влияние
на НДС закрепленного участка стержня и прослоек мнимых частей комплексных
корней 

*
3s  и .*

4s
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A rod-strip consisting of clamped and free sections along its length is considered. The clamped
section of finite length is considered to be connected to a rigid and fixed support element
through elastic layers. To represent the displacements of the rod and layers, approximations
are adopted according to the S.P. Timoshenko's shear model taking into account their transverse
compression. Based on the motion equations of the clamped and free sections of the rod,
formulated in displacements, an exact analytical solution is found for the problem of free and
forced harmonic vibrations. It is shown that within the framework of the approximations used,
the solution found is divided into equations corresponding to mutually independent
longitudinal-transverse and flexural-shear vibrations. From it the latter type of oscillations
occurring in a comparatively low frequency range is of greatest interest. Numerical experiments
were performed to determine the natural modes and frequencies, as well as the dynamic response
to resonant vibrations of a rod clamped to a two-sided support element through elastic layers
and made of a unidirectional fibrous composite based on ELUR-P unidirectional carbon fiber
and XT-118 epoxy. A significant transformation of transverse shear stresses in the rod during
the transition through the boundary from the free section of the rod to the clamped one is
shown. The pronounced localization of transverse compression stresses in the region of the
fixed section located near the noted boundary was revealed. An analysis of the structure of
dimensionless roots of the characteristic equation corresponding to the rotation angles of the
cross sections and deflections of the clamped section of the rod is performed. It is noted that
when analyzing resonant vibratios of the rod, these roots are complex, which is due to the
introduction of complex elastic moduli to take into account the damping properties of the
material.

Keywords: vibrations, analytical solution, rod-strip, S.P. Timoshenko's shear model, transverse
compression.
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