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Исследуется динамика стержня, материал которого подчиняется закону
деформирования среды Максвелла. Распространение продольной волны в
таком стержне описывается одномерным волновым уравнением, дополнен-
ным слагаемым, характеризующим вязкость материала. Решение уравнения
отыскивается в виде бегущей гармонической волны. От исходного дифферен-
циального уравнения в частных производных осуществляется переход к ал-
гебраическому комплексному дисперсионному уравнению, связывающему
частоту и волновое число, позволяющему вычислить фазовую и групповую
скорости волны, определить закономерности ее распространения и затуха-
ния. При анализе дисперсионного уравнения выделены две задачи: 1) частота
считается действительной величиной, а волновое число – комплексной ве-
личиной (так принято при решении краевых задач); 2) волновое число счита-
ется действительной величиной, а частота – комплексной величиной (так
принято при решении задачи Коши). Подробно рассмотрена первая задача.
Выявлено, что продольная волна, удовлетворяющая ее условиям, обладает
следующими особенностями распространения: при увеличении действи-
тельной части волнового числа ее частота возрастает (при малой вязкости
возрастает медленно, при большой вязкости – быстро), фазовая скорость
сначала возрастает, а затем выходит на горизонтальную асимптоту, групповая
скорость возрастает, достигает максимума, затем убывает, выходя на ту же
горизонтальную асимптоту, что и фазовая скорость. Во всем диапазоне изме-
нения действительной части волнового числа наблюдается аномальная дис-
персия продольной волны (то есть групповая скорость больше, чем фазо-
вая); затухание волны (определяемое мнимой частью волнового числа) сна-
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чала увеличивается с ростом частоты, затем выходит на горизонтальную
асимптоту и становится частотно-независимым.

Ключевые слова: вязкоупругая среда Максвелла, стержень, продольная
волна, дисперсия, затухание.

Введение

Для описания вязкоупругих свойств материалов и элементов конструкций часто
используются реологические модели [1]. Упругие свойства элементарного объема
моделируются эквивалентным упругим элементом (пружиной), а вязкие свойства
элементарного объема моделируются эквивалентным вязким элементом (демпфе-
ром). В различных моделях демпфер и пружина располагаются по-разному: в модели
Фойхта – Кельвина – параллельно (рис. 1), в модели Максвелла – последовательно
(рис. 2).

На основе модели Максвелла, являющейся предметом многочисленных ис-
следований [2–7], описываются поведение металлов под действием импульсных
нагрузок, движения расплавов и растворов полимеров [8].

Вязкоупругие свойства проявляют резиновые и резинокордные элементы
конструкций (например, автомобильные шины), выделяющие тепло при эксплуатации.
От погрешности аппроксимации функции релаксации зависит точность вычисления
тепловыделения. Очевидно, что функцию релаксации следует определять в экспе-
рименте, воспроизводящем циклическое деформирование, поскольку тепло выде-
ляется при периодическом процессе изменения напряженно-деформированного
состояния. В статье [9] продемонстрирована эффективность модели Максвелла для
вычисления выделяемой энергии, обусловленная тем, что при аппроксимации функ-
ции релаксации достаточная точность достигается суммой всего нескольких экспо-
нент.

Аналитическому и численному исследованию двумерной модели вязкоупругой
среды Максвелла, содержащей верхнюю конвективную производную, посвящены
статьи [10–13], двумерная модель, содержащая производную Яумана, изучалась в
[8, 14, 15]. Характеристики системы уравнений, описывающей трехмерное движение
несжимаемой вязкоупругой среды Максвелла, найдены в [10, 16]. При этом для
линеаризованной в окрестности состояния покоя системы поставлена начально-
краевая задача, однозначная разрешимость которой также установлена.

Для модели Максвелла, основанной на одномерном нелинейном определяющем
соотношении, в [17, 18] аналитически изучены общие качественные свойства се-









Рис. 2Рис. 1



7

мейств основных квазистатических кривых: ползучести, релаксации, деформиро-
вания и других. Это позволило выявить ограничения на материальные функции,
обеспечивающие адекватное описание типичных свойств экспериментальных кривых
широкого класса вязкоупругопластичных материалов, определить арсенал возмож-
ностей модели (например, для описания сверхпластического деформирования),
обозначить индикаторы неприменимости, то есть те эффекты, которые принципиально
не могут быть описаны с ее помощью.

Информацию об обобщенной модели Максвелла с дробными производными и
ее месте среди вязкоупругих моделей с операторами дробного порядка, использу-
емых в задачах механики твердого тела, можно найти в обзоре [19].

Упругие и вязкоупругие свойства стержней и стержневых систем традиционно
изучаются в механике деформируемого твердого тела. Это обусловлено несколькими
обстоятельствами. Во-первых, в виде стержней чаще всего изготавливаются образцы,
предназначенные для проведения статических, повторно-статических и динамических
испытаний конструкционных материалов. Во-вторых, стержни являются элементами
многих машин и механизмов. Именно стержни, совершающие продольные колебания,
выступают в качестве рабочего органа ультразвуковых технологических машин [20].
В [20] отмечено, что математическая модель, описывающая вязкоупругие свойства
таких стержней, в которой затухание задается путем введения комплексного модуля
упругости, нуждается в уточнении.

В настоящей статье в качестве уточненной модели вязкоупругого стержня, опи-
сывающей продольные колебания ультразвукового диапазона, предложено исполь-
зовать модель стержня, основанную на реологической теории Максвелла. Проведен
анализ дисперсионных свойств продольной волны и ее частотно-зависимого зату-
хания.

1. Математическая модель

Распространение продольной волны в вязкоупругом по модели Максвелла
стержне описывается уравнением [21]:
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где u(x, t) – продольное перемещение частиц срединной линии. Из (1) видно, что
распространение продольной волны в таком стержне описывается одномерным
волновым уравнением, дополненным слагаемым, характеризующим вязкость ма-
териала. Известно, что классическое волновое уравнение содержит в качестве коэф-
фициентов модуль Юнга E и плотность  материала, отношение которых формирует
квадрат скорости распространения продольной волны .2

0c  Рассматриваемое уравне-
ние (1) содержит еще один коэффициент, определяющий время релаксации T = /E
( – коэффициент вязкости материала).

Введем безразмерные переменные
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подставляя которые в уравнение (1), получим:
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где  = Tc0/x0.
Находя решение уравнения (3) в виде бегущей гармонической волны U =

= Aexp (i( – k)), от исходного дифференциального уравнения в частных про-
изводных перейдем к алгебраическому комплексному дисперсионному уравнению,
связывающему безразмерную частоту  и безразмерное волновое число k,
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позволяющему вычислить фазовую и групповую скорости волны, определить за-
кономерности ее распространения и затухания.

Из уравнения (4) следует, что при отсутствии вязкости ( = 0) волны в вязко-
упругом по модели Максвелла стержне распространяться не могут. Это говорит
лишь о том, что не следует пытаться использовать реологическую модель Максвелла
для описания волновой динамики классических конструкционных материалов (ме-
таллов и их сплавов). Результат перестанет казаться парадоксальным, если пред-
ставить, что испытуемый материал представляет собой композит, состоящий из блоков
(например, металлических шаров), скрепленных некой связующей средой. Нет вяз-
кого связующего материала – нет и сплошной среды (металлические шары рас-
катились в разные стороны).

При дальнейшем анализе дисперсионного уравнения выделим две задачи: 1) час-
тота считается действительной величиной, а волновое число – комплексной величи-
ной (так принято при решении краевых задач); 2) волновое число считается действи-
тельной величиной, а частота – комплексной величиной (так принято при решении
задачи Коши). Остановимся на рассмотрении задачи 1.

2. Анализ дисперсионных зависимостей при решении краевых задач

При решении первой задачи, подставляя k = k1 + ik2 в уравнение (4), получим:
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Выделяя действительную и мнимую части комплексного дисперсионного урав-
нения (5), придем к системе двух алгебраических уравнений, позволяющей опреде-
лить зависимость частоты от действительной части волнового числа
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и частотную зависимость мнимой части волнового числа:
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Соотношение (6) характеризует дисперсионные свойства продольной вязкоупругой
волны и позволяет вычислить ее фазовую скорость



9

2
1

2
1

1

1

41

2)(

k

k
k
kv f







 (8)

и групповую скорость

.
4141

214)(
2
1

22
1

2

2
1

2
1

1

1

)(
)(

kk

kk
dk

kdvg






 (9)

Зависимость (6) изображена на рис. 3 при следующих значениях параметра :
красная линия – для  = 102 (x0 = 102c0T); синяя линия – для  = 1 (x0 = c0T); зеле-
ная линия для  = 10–2 (x0 = 10–2c0T).

Зависимости фазовой vf (красная линия) и групповой vg (фиолетовая линия)
скоростей от действительной части волнового числа представлены на рис. 4 при
 = 1.

Частотная зависимость квадрата мнимой части волнового числа (7) представлена
на рис. 5 при  = 1.

Заметим, что задача об изучении дисперсионных свойств вязкоупругого стержня,
описываемого уравнением (1), при наличии комплексных волновых чисел была

0                 0,4            0,8            1,2               k1

0,4

0,8



Рис. 3

0                  1               2               3              4          k1

Рис. 4

1

2

v f , vg

k2
2

Рис. 5

0                                 0,5                            1,0                            1,5     

0,1

0,3



1 0

сформулирована в [21], но там были оценены только предельные (при частоте,
стремящейся к бесконечности) значения фазовой скорости и затухания продольной
волны.

Постановке задачи Коши и исследованию ее корректности по Адамару для про-
дольных колебаний вязкоупругого по модели Максвелла стержня (задача 2) посвя-
щена статья [22].

Очевидно, что модель вязкоупругого стержня, описываемая уравнением (1),
является частным случаем моделей Максвелла, основанных на нелинейных опре-
деляющих соотношениях [17, 18] или включающих в себя дробные производные
[19]. Представляет интерес проведение исследований дисперсии и затухания продоль-
ных волн, описываемых этими более общими моделями вязкоупругих стержней.

Выводы

Продольная волна, удовлетворяющая условиям первой задачи, обладает осо-
бенностями распространения: ее частота возрастает с увеличением действительной
части волнового числа (при малой вязкости возрастает медленно, при большой вяз-
кости – быстро); фазовая скорость сначала возрастает с увеличением действительной
части волнового числа, а затем выходит на горизонтальную асимптоту (при k1,
стремящемся к бесконечности, vf стремится к единице); групповая скорость воз-
растает с увеличением действительной части волнового числа, достигает максимума,
превосходящего значение vg = 1, затем убывает, стремясь к горизонтальной асимптоте
vg = 1 (при стремлении k1 к бесконечности). Во всем диапазоне изменения k1 наблю-
дается аномальная дисперсия продольной волны (то есть vg > vf); затухание волны
(определяемое мнимой частью волнового числа) сначала увеличивается с ростом
частоты, затем выходит на горизонтальную асимптоту и становится частотно-неза-
висимым.
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LONGITUDINAL WAVE PROPAGATION  IN  A VISCOELASTIC  ROD
ACCORDING TO THE  MAXWELL  MODEL.
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The dynamics of a rod, the material of which obeys Maxwell's law of deformation of a medium,
is considered. The propagation of a longitudinal wave in such a rod is described by a one-
dimensional wave equation supplemented by a term characterizing the viscosity of the material.
The solution to the equation is found in the form of a traveling harmonic wave. From the
original partial differential equation, a transition is made to an algebraic complex dispersion
equation that connects frequency and wave number, allowing one to calculate the phase and
group velocities of the wave and determine the patterns of its propagation and attenuation.
When analyzing the dispersion equation, two problems are highlighted: 1) frequency is
considered a real quantity, and the wave number is considered a complex quantity (as is
customary when solving boundary value problems); 2) the wave number is considered a real
quantity, and the frequency is considered a complex quantity (as is customary when solving
the Cauchy problem). The first task is considered in detail. It has been revealed that a longitudinal
wave that satisfies its conditions has the following propagation features: as the real part of the
wave number increases, its frequency increases (at low viscosity it increases slowly, at high
viscosity it increases quickly), the phase velocity first increases and then reaches a horizontal
asymptote, the group velocity increases, reaches a maximum, then decreases, reaching a different
horizontal asymptote than the phase velocity. Over the entire range of changes in the real part
of the wave number, anomalous dispersion of the longitudinal wave is observed (i.e., the group
velocity is greater than the phase velocity); The attenuation of the wave (determined by the
imaginary part of the wave number) first increases with increasing frequency, then reaches a
horizontal asymptote and becomes frequency-independent.

Keywords: Maxwell's viscoelastic medium, rod, longitudinal wave, dispersion, attenuation.
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