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Приведено обоснование актуальности детального, основанного на ана-
лизе физических механизмов неупругого деформирования исследования
влияния свободных поверхностей образцов на результаты механических ис-
пытаний (масштабных факторов), обусловленное все более широким исполь-
зованием миниатюрных изделий.

Предлагаемая статья посвящена построению прямой модели упруго-
вязкопластичности для описания поведения кристаллитов мезоуровня и ее
применению для анализа влияния свободной поверхности на физико-меха-
нические свойства моно- и поликристаллических материалов/конструкций
из металлов и сплавов. Описана базовая модель кристаллита на основе физи-
ческих теорий пластичности, в которой явно учитываются механизмы неуп-
ругого деформирования и их носители. Рассматриваются гранецентриро-
ванные кристаллы, где пластические сдвиги могут реализовываться по 12 до-
ступным системам дислокационного скольжения. В модели использованы
закон нелинейного упрочнения с насыщением и подмодель решеточного
спина. Предложен вариант соотношений для описания понижения крити-
ческих касательных напряжений на системах скольжения вблизи свободной
границы. Проведен ряд численных экспериментов по решению начально-
краевых задач исследования деформирования монокристаллических образ-
цов. Рассмотрены несколько сценариев нагружения и несколько характерных
размеров образца с целью выявления наличия эффекта масштаба. Решения
поставленных задач получены с помощью метода конечных элементов, реа-
лизованного в инженерном программном пакете. Конститутивная модель
кристаллита и алгоритмы для ее работы реализованы в специальном про-
граммном модуле для описания пользовательских материалов. Результаты
показали значительное влияние размера образца на механический отклик в
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процессе неупругого деформирования. Продемонстрировано снижение ха-
рактерных значений предела текучести и напряжений течения образца с
уменьшением его размеров.

Ключевые слова: миниатюрные изделия, физико-механические харак-
теристики, масштабный фактор, многоуровневая упруговязкопластическая
модель, критические напряжения сдвига, влияние свободной поверхности.

Введение

Для удовлетворения существующих потребностей современной промышленности
и ее дальнейшего развития необходимо создавать новые технологии производства
деталей и конструкций с требуемыми рабочими характеристиками. Широкий класс
изделий из металлов и сплавов производится с использованием методов термомеха-
нической обработки. Проектирование, анализ и совершенствование подобных про-
цессов, в которых реализуются интенсивные пластические деформации, невозможны
без создания соответствующих математических моделей. Ключевым компонентом
таких моделей являются определяющие соотношения (ОС) (или конститутивные
модели (КМ)) для описания поведения рассматриваемых физических тел при раз-
личных термомеханических воздействиях [1–3]. Управляя технологическими режи-
мами, можно достигать рациональной мезо- и микроструктуры материалов, что ска-
зывается на физико-механических свойствах материалов на макроуровне и экс-
плуатационных характеристиках изделий. Для анализа процессов изготовления и
эксплуатации готовых изделий в этом случае требуется разработка и использование
многоуровневых моделей, которые учитывают физические процессы и их носите-
ли на различных структурно-масштабных уровнях. Под носителями понимаются
физические объекты, движение, изменение конфигурации которых определяет тече-
ние рассматриваемых физических процессов; для неупругого деформирования к
таковым в первую очередь относятся дислокации. Для их учета в структуру КМ
вводятся внутренние переменные и соответствующие эволюционные соотношения
для них. Такой тип КМ базируется на широком классе физических теорий пластич-
ности (ФТП) [4, 5].

В связи с расширяющимся использованием в технике миниатюрных изделий
[6, 7] возникает вопрос о возможности оценки их рабочих характеристик при ис-
пользовании данных о физико-механических свойствах материала, полученных в
испытаниях макрообразцов. Даже при анализе, казалось бы, простейших натурных
испытаний возникают различные вопросы. Прежде всего: поведение чего именно
исследуется в этих опытах – материала или образца (конструкции)? Описывается ли
поведение материала в объеме исследуемого изделия и вблизи его границы одними
и теми же OC или параметрами ОС [8]? Известно, что характерные размеры как
самого образца, так и элементов его микроструктуры могут оказывать существенное
влияние на механический отклик, то есть могут проявляться так называемые эффекты
масштаба [9, 10]. Некорректный учет этих эффектов может привести к ряду проблем,
например ухудшению эксплуатационных свойств и повышению стоимости изго-
товления [11]. В моно- и поликристаллах наличие внутренних и свободных внешних
границ оказывает существенное влияние на реализацию одного из основных
механизмов пластического деформирования – скольжения решеточных дислокаций
по системам скольжения (СС) [12]. Таким образом, взаимодействие дефектов
материалов с различными типами поверхностей кристаллитов является ключевым
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фактором при описании эффектов масштаба. К сожалению, многие известные и
общепринятые модели ФТП не учитывают явно влияние границ различного типа в
структуре КМ.

Для малоразмерных исследований одной из самых доступных морфологических
форм являются тонкие пленки (или фольги). Их форма достигается, как правило,
путем прокатки, в процессе которой сильно изменяется внутренняя структура мате-
риала, поэтому обычно после деформирования проводят отжиг изделий для осуще-
ствления возврата, рекристаллизации и гомогенизации структуры. Результаты натур-
ных механических испытаний над образцами различных размеров представлены в
статьях [13–21]. Обычно эксперименты проводятся на образцах в форме тонкой
двусторонней лопатки («dog bone»). При механических испытаниях большая часть
внешней поверхности свободна от напряжений. Основным предметом исследований
являлось изучение влияния отношения толщины образца t к среднему размеру зерен
d на процесс пластического деформирования. Исследовалась эволюция дислока-
ционной структуры в приповерхностных и внутренних частях образца методами про-
свечивающей электронной микроскопии. Результаты показали, что при значениях
параметра t/d, меньших определенной величины (никель – 3,6, медь – 6,2, кобальт –
2,5), предел текучести образцов оказался существенно ниже, чем тот, который предска-
зывает закон Холла – Петча [22, 23] для того же размера зерна. Анализ микрострук-
туры показал, что после механических испытаний плотность дислокаций в кристал-
литах вблизи свободной поверхности существенно ниже, чем в объемной части.
Были также замечены повышенные значения шероховатости поверхности, что может
свидетельствовать об интенсивном выходе дислокаций на свободную границу.
Отмечено, что зоны активного скольжения были в относительном отдалении от
внутренних границ зерен. В большинстве упомянутых исследований выдвигаются
следующие общие гипотезы об основных физических механизмах этих явлений:

1) уменьшение доли межкристаллитных границ, что приводит к понижению вли-
яния зернограничного упрочнения;

2) облегченный выход дислокаций из приграничной области образцов на свобод-
ную поверхность, что приводит к их повышенной мобильности на благоприятно
ориентированных СС.

Реализация указанных механизмов обусловливает неоднородность распределения
сдвигов по СС в пределах даже отдельно взятого кристаллита уже на начальных эта-
пах деформации.

Подмодель для описания поведения монокристаллов является основным эле-
ментом многоуровневых моделей для описания поведения поликристаллов. Кроме
того, в последние десятилетия предпринимаются значительные усилия по разработке
технологий изготовления монокристаллических деталей (например, лопаток газо-
турбинных двигателей), обладающих уникальными физико-механическими свой-
ствами (в частности – жаростойкостью). В натурных испытаниях на одноосное сжатие
монокристаллических образцов, имеющих форму прямоугольных параллелепипедов,
было обнаружено наличие фрагментации сдвига по объему [24]. Результаты показы-
вают, что те области, которые не контактировали с пуансонами испытательной машины
и чьи СС имели выход на свободную поверхность, испытывали большие сдвиговые
пластические деформации. На основе результатов таких экспериментов делается вы-
вод о влиянии так называемых кристаллогеометрических факторов [25], например
ориентации СС относительно свободных граней образца.
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При построении КМ для изучения миниатюрных образцов исследователи
[20, 26] выделяют некоторый приповерхностный слой, который отличается своими
пластическими свойствами от «внутренней» части материала. В статье [27] пред-
лагается использовать обобщение соотношения Холла – Петча с целью учета ха-
рактерных размеров образца и объемной доли приповерхностного слоя. Предла-
гаемые соотношения ориентированы на предсказание предела текучести при одно-
осных нагрузках и канонической форме образца. Как правило, в моделях ФТП описа-
ние многих физических явлений, в том числе эффектов масштаба, находит свое от-
ражение в соотношениях для закона упрочнения СС. В статье [28] в качестве вну-
тренних переменных вводятся плотности дислокаций на СС, через которые записы-
ваются эволюционные соотношения для эффективных (комбинация из действующих
внешних напряжений и остаточных микронапряжений) и критических касательных
напряжений на СС. В этих соотношениях учитывается образование остаточных микро-
напряжений за счет скопления дислокаций одного знака, что может уменьшить эффек-
тивные напряжения, и повышение критических напряжений с ростом плотностей
дислокаций в целом. Разупрочнение приповерхностных областей реализуется с ис-
пользованием предположения об отсутствии скоплений дислокаций одного знака
вблизи свободной поверхности в силу их выхода на границу. В статье [29] учитывается
понижение критических касательных напряжений в начальный момент времени для
тех областей поликристалла, которые близки к свободной поверхности и чьи СС
имеют наиболее благоприятную ориентацию для выхода дислокаций.

Для корректного описания механизма выхода дислокаций на свободные поверх-
ности в моделях мезоуровня целесообразно прибегнуть к оценке результатов, по-
лученных на моделях микро- и наноуровня. Из классической теории дислокаций
[30, 31] известно, что дислокации образуют неоднородные поля напряжений вокруг
себя, которые убывают обратно пропорционально расстоянию от ядра дислокации.
При наличии в относительной близости свободной поверхности поля напряжений от
дислокаций должны удовлетворять тривиальным статическим граничным условиям.
Существует ряд публикациях [32–40], где в рамках линейной теории упругости
описывались решения и методы нахождения граничных условий для полей на-
пряжений от дислокации вблизи свободной поверхности. В большинстве упомянутых
исследований установление аналитических решений приводит к громоздким систе-
мам интегро-дифференциальных уравнений, из-за чего они носят скорее «акаде-
мический» характер. Это обстоятельство существенно осложняет их практическое
применение в структуре моделей ФТП. Большее применение они находят в моделях
дискретной дислокационной динамики (ДДД) [41, 42], где рассматривается движение
дислокаций. Указанные сложности вынуждают прибегнуть к анализу и оценке неко-
торых частных случаев. Следует отметить, что результаты, полученные с помощью
ДДД, позволяют заполнить «брешь» между моделями нано-, микро- и мезоуровня.
Например, авторы статьи [43] при оценке роста и развития трещины за счет ее взаи-
модействия с дислокациями применяли классическое решение для дислокации вблизи
свободной поверхности. Результаты трехмерных расчетов дислокационной динами-
ки [44] показывают, что глубина значимого влияния свободной поверхности состав-
ляет порядка 10 мкм.

Исходя из вышесказанного, представляется актуальной задача учета влияния
свободной поверхности на физико-механические свойства моно- и поликристал-
лических миниатюрных изделий, в частности, с использованием базовой модели, из-
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ложенной ниже и ориентированной на исследование напряженно-деформированного
состояния кристаллита мезоуровня. Таким образом, цель настоящей статьи – по-
строение и анализ физически-ориентированной модели для исследования механизма
понижения критических касательных напряжений на СС за счет влияния свободной
поверхности. Предлагаемое соотношение должно быть приемлемо для использования
в описанной ниже базовой прямой упруговязкопластической КМ кристаллита
мезоуровня на основе ФТП и иметь ясный физический и геометрический смысл.

1. Описание конститутивной модели материала

Рассматривается независимая от выбора системы координат символьная форма
записи тензоров произвольного ранга. Точкой обозначается операция скалярного
произведения, двоеточием – двойное скалярное произведение (свертка) тензоров.
Для обозначения тензоров ранга выше первого использованы прописные жирные
буквы, для векторов – строчные жирные, для скаляров – строчные курсивные.

1.1.Базовая прямая модель упруговязкопластичности кристаллита мезо-
уровня. Движение деформируемой среды представляется совокупностью пласти-
ческих сдвигов по системам скольжения, жесткого поворота кристаллической решет-
ки и упругого искажения решетки. Вводится полная мера скорости деформации z:

,ˆ T ωvz  (1)
где v̂  – градиент (определенный в актуальной конфигурации) скорости перемеще-
ний;  – спин жесткой подвижной системы координат (ПСК), связанной с кристал-
лографической решеткой [45]. Полная мера z, в свою очередь, аддитивно расклады-
вается на упругую ze и неупругую zin составляющие меры скорости деформации:

.ine zzz  (2)
Приведенные меры деформации являются несимметричными и индифферентными
[46]. Используя жесткий ортонормированный базис ПСК ki (i = 1, 2, 3), связанный
с базисом кристаллографической системы координат (КСК), для описания квазитвер-
дого движения введен спин ПСК [45]:

.ˆ )()( inT
321312213 zv:kkkkkkkkkIω  (3)

Следует отметить, что в отсчетной естественной конфигурации базисы КСК и
ПСК совпадают. Упругое определяющее соотношение записывается в скоростной фор-
ме с использованием коротационной производной, ассоциированной со спином :

,ecr z:пσωωσσσ   (4)
где индекс «сr» означает коротационную производную, σ  – тензор напряжений Ко-
ши, п – тензор 4-го ранга упругих свойств кристаллита. Учитывая соотношения (1)
и (2), получаем гипоупругий закон:

).( inTˆ zωv:пσωωσσ  (5)

Тензор п для кубической симметрии можно представить так [47, 48]:

,)(
3

1
IIIIII 




k

kkkk ppppСССп (6)

где pk – базис КСК в естественной конфигурации (k = 1, 2, 3); СI, СII и СIII – первый,
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второй и третий изотропные тензоры четвертого ранга [49]; , ,  – три независимых
упругих модуля, которые являются аналогами коэффициентов Ламе для кубической
симметрии:  = п1122,  = п1212,  = п1111 – п1122 – 2п1212 (компоненты п определены
в базисе ПСК). Тогда, подставляя (6) в (4), получаем:
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Неупругая составляющая zin меры скорости деформации определяется по скоростям
сдвигов 

)(k  за счет скольжения краевых дислокаций по СС k = 1, …, K (K – количе-
ство СС), которые известны для каждого типа кристаллической решетки:
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где b(k) – нормированный вектор Бюргерса и n(k) – единичная нормаль плоскости
k-й СС в разгруженной конфигурации. Скорости сдвигов определяются в соответ-
ствии с вязкопластическим законом Хатчинсона [50] для удвоенного числа СС (с по-
ложительными и отрицательными сдвигами):
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где 
)(k и )(k

c  – действующие и критические касательные напряжения на k-й СС; 0 –
скорость сдвигов при касательном напряжении, равном критическому; m – параметр
скоростной чувствительности; H – функция Хэвисайда. В качестве условия активности
CC (начала скольжения дислокаций) используется закон Шмида:

.)()()()( k
c

kkk  σ:nb (10)
Скорости изменения критических касательных напряжений полагаются опреде-

ляемыми аддитивным соотношением:
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где 
)(

int
k  и 

)(
ext
k  – вклады за счет механизмов упрочнения/разупрочнения, реализуемых

соответственно во внутренних и в приграничных областях. Для определения первой
составляющей примем анизотропный нелинейный закон упрочнения, отражающий
зависимость критических напряжений от накопленных сдвигов и текущих скоростей
сдвигов по СС [51, 52]:
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где qlat – параметр латентного упрочнения, (k, l) – дельта Кронекера, sat – напряжения
насыщения, h0 и  – параметры модели.

1.2.Определение изменения критических касательных напряжений на
системах дислокационного скольжения вблизи свободной поверхности. Строгое
решение задачи о распределении поля тензора напряжений от единичной дислокации
вблизи свободной поверхности даже в рамках изотропной линейной теории упругости
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приводит в общем случае к довольно громоздким аналитическим выражениям,
которые крайне затруднительно использовать в прикладных расчетах для моделей
типа ФТП. Однако реализация пластических деформаций скольжением краевых
дислокаций по СС носит массовый и стохастический характер. Это открывает воз-
можность для определения приближенных оценок влияния свободных поверхностей
на изменение критических касательных напряжений на СС за счет анализа ряда
относительно простых, но наиболее показательных ситуаций с помощью моделей,
описывающих физику нижележащего уровня. На  основе ряда исследований по
схожей тематике [26, 28, 29] и анализа имеющихся решений [39] предлагается воз-
можный вариант описания процесса разупрочнения СС вблизи свободной поверх-
ности, который в дальнейшем будет называться релаксацией.

С позиции классической теории дислокаций [30, 31] рассмотрим отдельно взятую
краевую дислокацию (с вектором Бюргерса b и единичным вектором нормали
плоскости залегания n) вблизи плоской бесконечной поверхности (с единичным
вектором нормали ns), которая разделяет пространство на упругую материальную
среду и вакуум [37]. Неоднородные распределения полей напряжений от дислокации
в этом случае должны удовлетворять тривиальным условиям на свободной поверх-
ности. Для выполнения граничного условия на свободной поверхности требуется
приложить поле, вообще говоря, фиктивных напряжений, которое воздействует на
ядро дислокации и способствует выходу соответствующим образом ориентированной
дислокации на границу. Реализуется это за счет так называемого метода изображений
и введения, соответственно, дислокации изображения [31]. Предполагается, что дис-
локация, у которой вектор Бюргерса b сонаправлен с нормалью свободной поверх-
ности ns, находится в самой «благоприятной» конфигурации для выхода на поверх-
ность, так как в этом случае влияние дислокации изображения наибольшее, а пробег
реальной дислокации до поверхности наименьший (рис. 1а). Иная ситуация имеет
место, когда b ортогонален ns, так как дислокация изображения не оказывает влияния
и у дислокации при такой взаимоориентации в принципе нет возможности выйти на
поверхность путем скольжения по СС (рис. 1б).

Таким образом, описанные два случая с точки зрения влияния свободной поверх-

h

n

b
Дислокация

h

Изображение

b

n

Свободная
поверхность

b

n ns

а)                                                                       б)

Рис. 1. Схематичное представление единичной краевой дислокации
вблизи свободной поверхности: а – благоприятная ориентация для выхода

на поверхность и дислокация изображения, б – нереализуемая для выхода ориентация
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ности являются самыми «экстремальными», поэтому им в дальнейшем уделяется
особое внимание.

Оценим релаксацию для ситуации, характерной для первого случая (см. рис. 1а).
Для единичной дислокации, строго говоря, такая постановка требует решения краевой
задачи, для которой нередко применяют метод изображений. В этом известном приеме
вводятся фиктивные источники искомых полей вне области определения поставленной
задачи в целях удовлетворения конкретным граничным условиям. Для учета влияния
свободной границы в подобных случаях вводится дислокация изображения, которая,
согласно методу изображений, располагается зеркально относительно поверхности
кристаллита на расстоянии h и с противоположным вектором Бюргерса для возмож-
ности компенсации полей напряжений исходной дислокации на поверхности. Тогда
стремление рассматриваемой дислокации к границе определяется только напряже-
нием от дислокации изображения [31], поэтому учитываются только генерируемые
ей касательные напряжения в плоскости залегания реальной дислокации (напряжения
изображения). Определим напряжение релаксации (уменьшение критического каса-
тельного напряжений) на СС, которое будет оцениваться как максимально реализуемое
при указанном расстоянии от поверхности h (определенное для случая наиболее
благоприятной взаимоориентации дислокации и свободной поверхности):
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где G и  – модуль сдвига и коэффициент Пуассона; b – модуль вектора Бюргерса;
 – безразмерный коэффициент, который в общем случае зависит от значений внутрен-
них переменных, например, плотности дислокаций.

Из физических и геометрических предпосылок следует, что максимальная релак-
сация реализуется при b || ns и равна нулю при b  ns. Тогда для всех промежуточных
взаимных ориентаций СС и свободной поверхности напряжение релаксации предла-
гается аппроксимировать по формуле:
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где n(k) – единичная нормаль плоскости k-й СС; b(k) – единичный вектор Бюргерса
k-й СС; 

)(k
sn – единичная нормаль свободной поверхности. Отметим, что в соот-

ношении (14) должны рассматриваться только те СС, на которых движение дисло-
каций направлено в сторону поверхности.

Рассмотрим графики для иллюстрации полученных соотношений. Для определен-
ности используем параметры материала, характерные для меди. Поскольку для гране-
центрированной решетки (ГЦК) все СС равноправны, эффективные параметры ма-
териала принимают следующие значения:

.ПаМПа нм208,0,34,0,Г44,16
0

 bGc (15)

График зависимости напряжения релаксации, отнесенного к начальному критическому
касательному напряжению, от расстояния до свободной поверхности, построенный
по соотношению (13), представлен на рис. 2.

Стоит отметить, что для практического применения при рассмотрении реальных
кристаллитов, содержащих огромное множество дислокаций, производится отсекание
значений, которые соответствуют h < l/2, где l – характерный линейный размер рас-
сматриваемого кристаллита мезоуровня (на практике определяется требуемой точно-
стью расчетов).
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В реальных металлах и сплавах, даже подвергнутых отжигу, плотность дислока-
ций превышает 108 м–2, в силу чего введение дислокаций изображения для каждой
из реальных дислокаций практически невозможно. В этом случае вводится некоторый
представительный объем с характерным размером l, по которому осуществляется
осреднение дислокаций, принадлежащих каждой СС кристаллита. Для массива дис-
локаций на каждой СС вводится «супердислокация» с вектором Бюргерса, равным
сумме векторов Бюргерса дислокаций, принадлежащих рассматриваемой СС. После
этого для указанных супердислокаций, размещаемых в геометрическом центре пред-
ставительного объема, вводится «супердислокация изображения». В приведенном
примере l = 1 мкм, значение h определяется для геометрического центра введенного
представительного объема. Чтобы выразить зависимость от взаимной ориентации
СС и единичной нормали свободной поверхности ns, запишем соотношение (14),
опуская индекс СС:

,|)cos|1cos )(max
relrel  (16)

где  – угол между векторами b и ns,  – угол между векторами n и ns. При задан-
ном h, изменяющемся от l/2 до бесконечности (для определенности в расчетах, ре-
зультаты которых приведены далее, h принималось равным 1 мкм), соотношение
(16) является функцией двух углов. Графики зависимости относительных напряжений
релаксации от углов  и  приведены на рис. 3 (величина углов выражена в радианах).
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Рис. 3. Зависимость напряжения релаксации
от параметров взаимной ориентации СС и свободной поверхности  и 

Рис. 2. Зависимость напряжения релаксации от расстояния до свободной поверхности h
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Заметим, что закон для релаксации (14) сформулирован в конечной форме,
поэтому напрямую в соотношении (11) не применяется. При определении текущего
критического напряжения на СС в момент времени Т учет разупрочнения осуществ-
ляется согласно соотношению:
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где 
)(

0

k
с  – начальное значение критических касательных напряжений на k-й СС.

2. Результаты численных экспериментов

Для проверки адекватности модели необходимо провести численные расчеты
для краевых задач (КЗ) исследования напряженно-деформированного состояния
монокристаллического образца. Примем, что образец в начальной конфигурации
имеет кубическую форму. Рассмотрим два случая, соответствующие сжатию (осадке)
и простому сдвигу. В дальнейшем они будут обозначаться как КЗ-1 и КЗ-2. Общий
вид граничных условий:

,,, длядлядля 0  SSS Svb r0σnrvvr0v (18)

где r  – радиус-вектор материальной точки; S0  – часть границы образца, на которой
заданы условия закрепления; Sv  – часть границы с предписанными ненулевыми ско-
ростями движения; S  – свободные границы. Схематично задание краевых условий
для КЗ-1 и КЗ-2 представлено на рис. 4. На схеме приведена также используемая
условно неподвижная лабораторная система координат X1X2X3.

Задачи решались с помощью метода конечных элементов (МКЭ) в программном
пакете Simula Abaqus. Рассматриваемый монокристалл был разбит на множество
субкристаллитов (конечных элементов (КЭ)), поведение которых описывается с
использованием изложенной в разделе 1 КМ. Реализация КМ кристаллита осуществ-
лена с помощью разработанного авторами собственного программного модуля для
пользовательских материалов (VUMAT). Для тестирования модели и программного
модуля реализована и верифицирована процедура расчета линейного упругого отклика
с применением гипоупругих определяющих соотношений для материалов кубической
симметрии. Реализованы и апробированы процедуры и алгоритмы расчета неупру-
гого отклика для ГЦК монокристалла с учетом анизотропного нелинейного упроч-
нения, решеточного спина и влияния свободной поверхности. Вместе они образуют
рабочую физически-ориентированную упруговязкопластическую численную модель.
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vb

vb

vb vb

vb vb

a a

S0

S0
X1 X1X2 X2

X3 X3

КЗ-1 КЗ-2

Рис. 4. Схема, иллюстрирующая граничные условия для КЗ-1 и КЗ-2
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В качестве параметров материала использовались значения, характерные для
монокристалла меди [3]:

,4,74п,4,121п,4,164п ГПаГПаГПа 121211221111 

,83,с10 13
0   m (19)

,25,2,4,1,М180,М148,М16 lat0sat ПаПаПа
0

 qhc

.2475,0,34,0,44 нмГПа  bG
Рассматривались четыре типа образцов: с размером ребра а, равным 20, 50,

100 и 150 мкм. Дискретизация расчетной области производилась путем равномерного
подразделения на 1000 восьмиузловых (кубических) КЭ с билинейной аппроксима-
цией. Скорость перемещения верхнего торца выбиралась таким образом, чтобы сред-
няя скорость деформации принимала значения, близкие к 10–3 с–1. Начальная ори-
ентация решетки: кристаллографическое направление (100) совпадает с осью X1,
кристаллографическое направление (010) совпадает с осью X2.

Результаты расчетов полей параметров, характеризующих напряженно-дефор-
мированное состояние, приведены для среза плоскостью X1 = a/2. Распределения
полей напряжений Мизеса (интенсивности девиатора тензора напряжений Коши)
показаны на рис. 5.

Можно заметить, что имеет место неоднородность распределения полей напря-
жений. Это обусловлено в большей мере условиями нагружения. Внутренние пере-
менные в этом случае тоже обладают существенной неоднородностью распределения
по объему образца в процессе деформирования. Представляет интерес рассмотрение
некоторых из них для внутренних областей образца. Распределения осредненных по
всем СС накопленных пластических сдвигов представлены на рис. 6.

Рис. 5. Распределение полей напряжений Мизеса (МПа)
при значении накопленной деформации 15% (образец 20 мкм, сечение Х1 = а/2)
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Рис. 6. Распределения среднего накопленного пластического сдвига
при значении накопленной деформации 15% (образец 20 мкм, сечение Х1 = а/2)
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Распределения аналогично осредненных критических касательных напряжений
на СС представлены на рис. 7.

Здесь наблюдается ситуация, похожая на предыдущий пример, что предсказуемо,
так как закон упрочнения устанавливает зависимость критических напряжений от
накопленного пластического сдвига. Влияние свободной поверхности на критические
касательные напряжения наиболее существенно на начальной стадии деформирования
до наступления интенсивного упрочнения. Распределения угла поворота решетки
относительно отсчетной конфигурации представлены на рис. 8 (угол измеряется в
градусах). Косинус угла поворота ПСК  определяется согласно соотношению:

),1(
2
1cos  I:R (20)

где R – тензор поворота ПСК относительно отсчетной конфигурации.

Чтобы продемонстрировать наличие эффекта масштаба, который обусловливается
влиянием свободной границы, приводятся сравнения диаграмм и – и (зависимость
интенсивности напряжений и от значения накопленной деформации и), осредненных
по всем КЭ, для различных типов нагружения и размеров образца. Диаграммы пред-
ставлены на рис. 9.

Исходя из вида графиков, можно заметить, что при уменьшении характерного
размера образца пластическое деформирование начинается и реализуется при меньших
действующих напряжениях (для образцов с характерным размером а = 20 мкм по
сравнению с образцом с а = 150 мкм наблюдается разница до 30%). Это связано с
тем, что доля приповерхностного материала, системы скольжения которого испытали
релаксацию, для меньшего образца составляет значительную часть объема тела. Для

Рис. 8. Распределения угла поворота ПСК решетки
при значении накопленной деформации 15% (образец 20 мкм, сечение Х1 = а/2)
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Рис. 7. Распределения среднего критического касательного напряжения (МПа) на СС
при значении накопленной деформации 15% (образец 20 мкм, сечение Х1 = а/2)
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образца с большим характерным размером этот эффект тоже имеет место, но с заметно
меньшим влиянием, так как приграничная область, для которой эффект разупрочне-
ниям является значимым, составляет малую часть образца.

Таким образом, на основе приведенных результатов можно сделать вывод о
том, что при уменьшении характерных размеров образца наблюдается падение предела
текучести и напряжения течения. Это обусловливается тем, что приповерхностный
слой, кристаллиты которого испытали значительные падения критических касательных
напряжений на СС из-за влияния свободной поверхности, имеет при прочих равных
условиях практически одинаковую «толщину». При достаточно малых размерах об-
разца это приводит к тому, что приповерхностная доля материала составляет сущест-
венную часть от общего объема, предел текучести и напряжения течения снижаются.
При увеличении характерных размеров образца до макромасштабного уровня (оце-
ночно от 500 мкм и выше) влиянием поверхности на предел текучести и напряжение
течения можно пренебречь. Эти выводы согласуются с указанными выше результатами
исследований эффекта масштаба. Следует также отметить получаемую в расчетах
фрагментацию пластических сдвигов по объему образца, что согласуется с экспери-
ментальными данными, полученными в опытах по деформированию монокристал-
лических образцов [35, 36].

Заключение

Рассмотрены вопросы учета влияния свободной поверхности на механические
свойства моно- и поликристаллических образцов. Приведена базовая модель упруго-
вязкопластичности кристаллита мезоуровня. Отмечены основные физические и гео-
метрические гипотезы о природе процесса разупрочнения приповерхностных облас-
тей. За основу при выводе соотношения для модификации закона изменения кри-
тических касательных напряжений на СС были использованы известные решения
для определения действующих на единичную дислокацию вблизи свободной поверх-
ности напряжений от дислокации изображения. Стоит отметить, что в поликристаллах
межзеренные границы могут выступать в качестве эффективных препятствий для
движения дислокаций. Таким образом, можно предположить, что указанный меха-
низм разупрочнения будет действовать только в приповерхностных зернах поликри-
сталлического образца. Предложенная модификация может быть использована для
описания наблюдаемой в экспериментах инициации пластических деформаций в
приграничных областях образцов и их постепенном распространении во внутренние

Рис. 9. Диаграммы и – и для образцов разных размеров для КЗ = 1 (а) и КЗ-2 (б)
а)                                                                                          б)
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области. Выход дислокаций также может приводить к возникновению шероховатости
на поверхности.

Поставлены и решены тестовые краевые задачи, результаты решения которых
подтверждают адекватность предложенной модели. Осуществлена численная реали-
зация разработанной модели в рамках МКЭ с помощью программного пакета Simula
Abaqus с использованием собственного программного модуля для пользовательских
материалов (VUMAT). Приведены результаты численных экспериментов для ГЦК
монокристалла для двух типов нагружения и четырех характерных размеров образцов.
Сравнение результатов для разных случаев показывает явное наличие эффекта мас-
штаба, который проявляется в уменьшении предела текучести и напряжения течения
для образца в целом с уменьшением его характерных размеров.
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The article provides a rationale for the relevance of a detailed study of the influence of free
surfaces of samples on the results of mechanical tests (scale factors), based on the analysis of
physical mechanisms of inelastic deformation, due to the increasingly widespread use of
miniature products. The proposed paper is devoted to the construction of a direct model of
elastoviscoplasticity for describing the behavior of mesoscale crystallites and its application
to the analysis of the effect of a free surface on the physicomechanical properties of mono- and
polycrystalline materials/structures made of metals and alloys. A basic model of a crystallite is
described on the basis of physical theories of plasticity, where inelastic deformation mechanisms
and their carriers are explicitly considered. A face-centered crystal is considered, where plastic
shear can be realized by 12 available dislocation slip systems. The model uses the law of
nonlinear hardening with saturation and the lattice spin submodel. A variant of the relations
describing the decrease of critical tangential stresses in sliding systems near the free boundary
is proposed. A series of numerical experiments have been carried out to solve initial boundary
value problems in the study of the deformation of single crystal specimens. The results showed
a significant effect of the sample size on the mechanical response during inelastic deformation.
A decrease in the characteristic values of the yield strength and flow stress of the sample with
a decrease in its size is demonstrated.

Keywords: miniature products, physical and mechanical characteristics, scale factor, multilevel
elastovis-coplastic model, critical shear stresses, influence of free surface.
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