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Изучается вопрос о том, как две известные модели обобщенных кон-
тинуумов описывают поверхностную волну Рэлея, распространяющуюся
вдоль свободной от напряжений поверхности упругого полупространства.
В качестве тестируемых выбраны модели градиентно-упругой среды и упро-
щенной (редуцированной) среды Коссера. Получены дисперсионные урав-
нения, анализ которых показал, что обе модели свидетельствуют о том, что
дисперсионные свойства поверхностной волны Рэлея в плоскости волновое
число – частота описываются двумя кривыми, нижняя из которых исходит
из начала координат, начало второй смещено вверх по оси частот. Поверх-
ностная волна является двухмодовой и каждая ее мода обладает дисперсией,
так как скорости обеих мод зависят от частоты. Согласно обеим моделям,
объемная сдвиговая волна обладает дисперсией. Для градиентно-упругой
среды при возрастании частоты скорость каждой моды поверхностной волны
увеличивается и, если скорость нижней моды выходит снизу на горизон-
тальную асимптоту, скорость верхней моды сначала достигает максимума
и только затем выходит сверху на эту горизонтальную асимптоту. При любом
ненулевом значении волнового числа (или частоты) фазовая скорость сдви-
говой волны больше скорости сдвиговой волны в классической среде. Ско-
рость поверхностной волны не может быть больше фазовой скорости сдви-
говой волны, а их равенство выполняется лишь в определенном частотном
диапазоне. В редуцированной среде Коссера скорость верхней моды поверх-
ностной волны с ростом частоты увеличивается и на больших частотах она
возрастает неограниченно. Скорость нижней моды поверхностной волны
уменьшается с ростом частоты, но во всем частотном диапазоне она остается
больше фазовой скорости волны сдвига.
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Введение

Механика однородного изотропного деформируемого твердого тела исключает
возможность распространения поверхностной волны быстрее, чем распространяется
сдвиговая волна [1–6]. Однако тот факт, что скорость волны Рэлея может быть больше
скорости волны сдвига, описан и проанализирован в статье [7], где рассматривается
слоистый материал, содержащий вблизи свободной поверхности слои, в которых
скорость сдвиговой волны значительно выше, чем в слоях, более удаленных от по-
верхности.

В механике деформируемого твердого тела наряду с моделью классического
континуума также достаточно широко применяются модели обобщенных контину-
умов [8–18].

Цель публикуемой статьи заключается в определении соотношения скоростей
сдвиговых волн и поверхностных волн Рэлея для материалов, описываемых уравне-
ниями механики обобщенных (неклассических) континуумов, к числу наиболее из-
вестных из которых принадлежат микрополярная среда (континуум Коссера [19, 20],
его модификации [21–23]) и градиентно-упругая среда [24–26].

Дисперсионные свойства поверхностных волн
в обобщенных континуумах

В качестве обобщенных континуумов рассматриваются градиентно-упругая среда
и редуцированная среда Коссера. Если через u обозначить вектор перемещения,
через  и  – упругие постоянные Ламе, через  – плотность материала, то получим
следующие уравнения динамики:

– для градиентно-упругой среды

,0)divgrad~(4divgrad)( 2  uuuuu L (1)

где L – константа, характеризующая микроструктуру среды и имеющая размерность
длины, ~   – безразмерная константа;

– для редуцированной среды Коссера
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где J – константа, характеризующая инерционные свойства макрообъема.
Путем введения скалярного  и векторного  потенциалов отыскиваются реше-

ния уравнений (1) и (2) в виде:

.ψu  (3)

Обратим внимание, что для плоской задачи у векторного потенциала будет отлич-
ной от нуля только одна компонента, которую обозначим через . Тогда вместо каж-
дого из уравнений (1) и (2) получаем по два уравнения, а именно:

– для градиентно-упругой среды
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– для редуцированной среды Коссера
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где G = J/, c1 – скорость продольной волны, c2 – скорость волны сдвига.
Решение уравнений (4) и (5) отыскиваются в виде гармонических волн, распро-

страняющихся в направлении оси х, причем из полученных решений следует выбирать
только те, которым соответствует уменьшение амплитуд волны с глубиной y. В резуль-
тате имеем:

– для градиентно-упругой среды

,)(exp )( kxtiyA 
(6)

,)(exp)(exp )()( 2211 kxtiyBkxtiyB 

– для редуцированной среды Коссера

).()( )(exp,)(exp kxtiyBkxtiyA  (7)
Подставляя вектор перемещений (3) в граничные условия, которые выражаются

отсутствием напряжений на границе полупространства y = 0 (yy = 0, yx = 0, µy = 0),
получим систему из трех уравнений, которая сводится к дисперсионному уравнению,
когда ее определитель обращается в нуль. Таким образом, дисперсионное уравнение
для градиентно-упругой среды можно записать в виде:
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сR – скорость волны Рэлея, – коэффициент Пуассона.
При L = 0 уравнение (8) сводится к дисперсионному уравнению поверхностной

волны Рэлея в классическом случае [5]. Анализ уравнения (8) показал, что для гра-
диентно-упругой среды дисперсионные свойства поверхностной волны Рэлея в пло-
скости волновое число – частота описываются двумя кривыми, одна из которых
(нижняя) исходит из начала координат, начало второй смещено вверх по оси частот.
Поверхностная волна является в этом случае двухмодовой и каждая ее мода обладает
дисперсией, так как скорости обеих мод зависят от частоты. При возрастании частоты
скорость каждой моды поверхностной волны увеличивается. Следует, однако, заме-
тить, что если скорость нижней моды при    выходит снизу на горизонтальную
асимптоту ,2 2ccR  ,/2 c  то скорость верхней моды сначала достигает
максимума и только затем выходит сверху на указанную горизонтальную асимптоту.
Из второго уравнения системы (4) следует, что и объемная сдвиговая волна в гра-
диентно-упругой среде обладает дисперсией. При любом ненулевом значении волно-
вого числа (или частоты) ее фазовая скорость Vф > c2, а cR не может быть больше
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фазовой скорости сдвиговой волны (равенство cR = Vф выполняется лишь в опре-
деленном частотном диапазоне).

Аналогично получим, учитывая отсутствие напряжений на границе y = 0, диспер-
сионное уравнение для редуцированной среды Коссера:
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Анализ уравнения (9) показал, что и в этой модели поверхностная волна Рэлея
является двухмодовой. Каждая ее мода обладает дисперсией. Анализ второго урав-
нения системы (5) показывает, что и объемная сдвиговая волна в редуцированной
среде Коссера обладает дисперсией. Скорость верхней моды поверхностной волны
с ростом частоты увеличивается и на больших частотах возрастает неограниченно.
Скорость нижней моды поверхностной волны уменьшается с ростом частоты, но во
всем частотном диапазоне она остается больше фазовой скорости волны сдвига.

Заключение

Исследования поверхностных волн Рэлея, проведенные с привлечением моделей
и методов механики обобщенных континуумов, позволяют описать частотную зависи-
мость их фазовых скоростей, а также вскрыть иные, неклассические, соотношения
между скоростями поверхностных и объемных упругих волн.
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The question of how two known models of generalized continua describe a Rayleigh surface
wave propagating along a stress-free surface of an elastic half-space is studied. The models of
a gradient-elastic medium and a simplified (reduced) Cosserat medium are selected as the
tested ones. Dispersion equations are obtained. The analysis of which showed that both
models state that the dispersion properties of a Rayleigh surface wave in the wave number–
frequency plane are described by two curves, one of which (the lower one) comes from the
origin of coordinates, the origin of the second is shifted upward along the frequency axis.
The surface wave is two-mode and each of its modes has dispersion, since the velocities of
both modes depend on the frequency. Both models also state that the bulk shear wave has
dispersion. For a gradient-elastic medium, as the frequency increases, the velocity of each
mode of the surface wave increases, and if the velocity of the lower mode reaches a horizontal
asymptote from below, then the velocity of the upper mode first reaches a maximum and only
then reaches this horizontal asymptote from above. For any non-zero value of the wave number
(or frequency), the phase velocity of the shear wave is greater than the velocity of the shear
wave in a classical medium. The velocity of the surface wave cannot be greater than the phase
velocity of the shear wave, and their equality is fulfilled only in a certain frequency range. In a
reduced Cosserat medium, the velocity of the upper mode of the surface wave is improbably
high, at high frequencies it increases indefinitely. The velocity of the lower mode of the surface
wave decreases with increasing frequency, but in the entire frequency range it remains greater
than the phase velocity of the shear wave.

Keywords: gradient-elastic semi-space, reduced Cosserat model, surface wave, shear wave
dispersion, phase velocity, frequency.
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