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УТОЧНЕННАЯ ТРАНСФОРМАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ
ДЕФОРМИРОВАНИЯ СТЕРЖНЯ-ПОЛОСЫ,

ЗАКРЕПЛЕННОГО НА ДВУХСТОРОННЕМ ОПОРНОМ
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При исследовании процессов деформирования плоских стержней с
учетом деформации закрепленных участков требуется введение понятия
трансформации параметров напряженно-деформированного состояния и
применяемых для их описания математических моделей. Такая трансфор-
мация имеет место при переходе через границу от незакрепленного участка
к закрепленному (от закрепленного к незакрепленному). Построена уточнен-
ная трансформационная модель динамического деформирования стержня-
полосы, состоящего по длине из закрепленного и незакрепленного участков.
Закрепленный участок конечной длины считается соединенным по двум лице-
вым поверхностям с абсолютно жестким и неподвижным опорным элемен-
том через упругие трансверсально-мягкие прослойки. Для представления пе-
ремещений закрепленного и незакрепленного участков стержня, а также
упругих прослоек приняты аппроксимации по сдвиговой модели С.П. Тимо-
шенко с учетом их поперечного обжатия, подчиненные условиям непрерыв-
ности перемещений в точках соединения прослоек с закрепленным участком
стержня и неподвижности точек контакта прослоек с опорным элементом.
На основе этой сдвиговой модели получены в геометрически линейном при-
ближении компоненты деформированного состояния и в физически линейно-
упругом приближении соответствующие компоненты на-пряжений, а также
вариации потенциальной энергии деформации и работы инерционных сил
для закрепленного и незакрепленного участков стержня. Сформулированы
условия кинематического сопряжения отмеченных участ-ков стержня. При
учете этих условий, исходя из вариационного принципа Даламбера – Лагран-
жа, получены для введенных в рассмотрение участков соответствующие
уравнения движения и граничные условия к ним, а также силовые условия
сопряжения закрепленного и незакрепленного участков стержня.
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Введение

Для исследования процессов деформирования тонкостенных элементов кон-
струкций (в том числе и плоских стержней) при различных вариантах закрепления и
нагружения возможна пространственная постановка соответствующих задач и
построение их численных решений на основе современных коммерческих пакетов
прикладных программ [1, 2], что является желательным, но малоэффективным при
малой относительной толщине элементов. В связи с этим значительное внимание в
научной литературе уделяется проблемам редукции трехмерных уравнений механики
деформирования к одномерным и двумерным уравнениям теории стержней, пластин
и оболочек. Для тонкостенных элементов конструкций из композитных материалов
такие уравнения построены в развитие классической теории [3, 4] и с учетом по-
перечных сдвигов и поперечного обжатия. Научная литература, посвященная ука-
занным проблемам, весьма обширна. Из нее, в частности, можно выделить пуб-
ликации по построению высокоточных геометрически линейных и нелинейных
моделей деформирования тонкостенных элементов конструкций с учетом поперечных
сдвигов и поперечного обжатия, а также по разработке на их основе тех или иных
аналитических и численных методов решения соответствующих статических и
динамических задач [5–13].

Однако необходимо отметить, что во всех публикациях по разработке уточненных
вариантов теории высокого порядка для тонкостенных элементов конструкций
практически не уделяется должного внимания проблемам формулировки граничных
условий при тех или иных вариантах соединения с другими элементами конструкций
или их закрепления на жестких опорных элементах. Так, например, при постановке
и решении задач механики деформирования тонкостенных элементов конструкций
реальные условия их закрепления на жестких опорных элементах конечных размеров
обычно заменяют условиями шарнирного опирания или жесткого защемления (см.,
например, [14, 15]), что, безусловно, вносит погрешность в решения таких задач за
счет неучета податливости (деформативности) закрепленных частей отмеченных
элементов, а в случае вибрационного нагружения может качественно менять напря-
женно-деформированное состояние (НДС) конструкции.

Cледует заметить, что расчет конструкции с учетом податливости отмеченных
участков закрепления конечной длины представляет весьма сложную и трудоемкую
задачу, что обусловило разработку упрощенных моделей (применительно к балкам
и удлиненным пластинам), основанных на замене реальных их участков закрепления
локальными упругими и вязкоупругими опорными связями, формулируемыми в точ-
ках, а также фрикционными зажимами. Исследования такого класса нашли доста-
точно полное отражение во многих публикациях (например, [16–19]).

В статье [20] отмечено, что при исследовании процессов деформирования плоских
стержней с учетом податливости закрепленных участков требуется введение понятия
трансформации параметров НДС и применяемых для их описания математических
моделей. Такая трансформация имеет место при переходе через границу от незакреп-
ленного участка к закрепленному (от закрепленного к незакрепленному).

Настоящая статья является дальнейшим развитием статей [21, 22] в направлении
применения трансформационных моделей динамического деформирования к исследо-



473

ванию НДС плоских стержней, имеющих двухсторонне закрепленные участки конеч-
ной длины.

1. Уточненная трансформационная модель деформирования
закрепленного участка первого порядка точности

Рассмотрим стержень-полосу 0 безразмерной единичной ширины, закрепленный
на конечной длине l в абсолютно жестком опорном элементе 3 через упругие
прослойки 1 и 2 (рис. 1). Материал стержня считается ортотропным с модулями
упругости E1, E3, G13 при деформировании его соответственно в направлениях осей
Ox, Oz и сдвиге в плоскости Oxz. Прослойки считаются трансверсально-мягкими
с модулями упругости 

0
3E  и 

0
13G  при деформировании их в поперечном направлении

и поперечном сдвиге. Введя в рассмотрение декартовы системы координат Oxz,
O1xz(1), O2xz(2) и обозначив через h и t соответственно толщины стержня и просло-
ек, будем считать, что их деформирование в точках поверхностей z = ±h/2, z(1) = t/2,
z(2) = –t/2 происходит без взаимного проскальзывания.

Введение в рассмотрение прослоек в исследуемой механической системе обу-
словлено, во-первых, их наличием в реальных конструкциях [23]: например, в изде-
лиях конструкционной оптики летательных аппаратов (фонари самолетов, иллюми-
наторы и любые окна и двери из стекла в зданиях, которые с элементами жесткого
каркаса всегда соединяются через эластичные герметизирующие прослойки). Во-
вторых, без введения в расчетную схему прослоек построение простейшей математи-
ческой модели деформирования конструкции в целом с использованием для стержня-
полосы в пределах участка его закрепления (см рис. 1) простейших известных моде-
лей деформирования (Кирхгофа – Лява, типа С.П. Тимошенко без учета поперечного
обжатия и др.) вообще невозможно.

Еще одно приложение исследуемой механической системы, показанной на
рис. 1, может состоять в ее использовании для теоретического обоснования,
постановки и решения задач циклического деформирования двухсторонне закреп-
ленных через упругие прокладки композитных пластин при их усталостных испыта-
ниях на консольный изгиб [24, 25].

В статье [22] для представления перемещений закрепленного участка стержня и
прослоек использовались простейшие приближения, основанные на сдвиговой
модели С.П. Тимошенко. С целью уточнения модели деформирования участка за-
крепления стержня-полосы для перемещений U (0), W (0) и U (k), W (k) (k = 1, 2) про-
извольных точек поперечных сечений стержня и прослоек в направлениях осей Ox,
Oz примем аппроксимации

Рис.1. Схема закрепления стержня-полосы в опорном элементе через упругие прослойки
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Аппроксимациям (1), (3) в геометрически линейном приближении соответствуют
ненулевые компоненты деформаций на закрепленном участке стержня (нижний индекс
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Используя далее соотношения (8), (10) и проведя стандартные преобразования,
для вариации потенциальной энергии деформации закрепленного участка стержня
можно получить выражение

 

0)0()0()0()0()0()0()0()0()0( )( x

lxxzxzxx HwQMuT



















 










0
)0()0()0(

,
)0()0(

, 2l
xzxzxx

xz
xx T

t
hTMu

t
TT

.
2

)0()0()0(
,

)0()0(
, dxT

t
hTHw

t
TQ zzxxz

z
xxz












 








 



(11)

Здесь введены обозначения
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Анализируя структуру полученного выражения (11) и используя соотношения
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Используя аппроксимации (1) и (3), для вариации работы инерционных сил на
закрепленном участке стержня можно получить выражение














 


0

)0()0()0()0(0)0( )(
3

2Κ
l

wwuuth 

.
612

)( )0()0()0()0(
2

0
3

dxthh













 



  (15)

Здесь , 0 – плотности материалов стержня и прослоек,  точки над переменными
обозначают частные производные по времени .

2. Модель деформирования незакрепленного участка стержня
и уравнения движения стержня

Если на незакрепленном участке стержня для перемещений U, W произвольных
точек поперечных сечений принять аппроксимации

,,  zwWzuU (16)

аналогичные зависимостям (1) для закрепленного участка, то в сечении x = 0 должны
быть выполнены очевидные условия кинематического сопряжения
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При использовании для рассматриваемого участка геометрически линейных
кинематических соотношений остаются неизменными составленные ранее зависимо-
сти (4), (6), (8), в которых все верхние индексы со скобками убираются. Так, напри-
мер, для определения вариации потенциальной энергии деформации будет иметь место
выражение
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а вариация работы инерционных сил на соответствующих перемещениях будет
определяться выражением
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Для получения уравнений движения закрепленного и незакрепленного участков
стержня воспользуемся вариационным уравнением принципа Даламбера – Лагранжа:
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В предположении о том, что на незакрепленную часть стержня действует поверх-
ностная нагрузка pz = pz(x, ), входящая в (20) вариация работы внешних сил будет
определяться выражением
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wdxp
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Из уравнения (20) после подстановки в него соотношений (11), (15), (18), (19),
(21) и последующего учета кинематических условий сопряжения участков (17) сле-
дуют:
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и силовые граничные условия, формулируемые для (22) в сечении x = –l,
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– уравнения движения для незакрепленного участка 0  x  a
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и силовые граничные условия, формулируемые для (24) в сечении x = a,
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а также силовые условия сопряжения участков
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формулируемые в сечении x = 0.
Уравнения движения (22), (24), а также условия (23), (25) и (26) с учетом соотно-

шений упругости (8) и выражений (12), (13) и (14) можно записать в перемещениях:
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На основе уравнений движения (27), (28) соответственно закрепленного и
незакрепленного участков стержня при выполнении условий (17), (29), (30) и (31)
можно ставить и решать две основные задачи, состоящие в определении требуемого
спектра собственных форм и частот колебаний стержня рассматриваемого класса, а
также его динамической реакции при действии заданной нагрузки ).,(  xpp zz

Заключение

Построена уточненная трансформационная модель динамического деформиро-
вания стержня-полосы, консольно закрепленного на двухстороннем опорном элемен-
те через упругие прослойки. Для представления перемещений стержня и прослоек
приняты аппроксимации по сдвиговой модели С.П. Тимошенко с учетом их попереч-
ного обжатия, подчиненные условиям непрерывности в точках их соединения между
собой и неподвижности в точках соединения прослоек с опорным элементом. Сфор-
мулированы условия кинематического сопряжения закрепленного и незакрепленного
участков стержня. При выполнении этих условий на основе вариационного прин-
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ципа Даламбера – Лагранжа получены уравнения движения, сформулированы гра-
ничные условия к ним, а также силовые условия сопряжения отмеченных участков
стержня.
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It is noted that when studying the deformation processes of flat rods taking into account the
deformability of clamped sections, it is necessary to introduce the transformational concept of
the stress-strain state parameters and the mathematical models used to describe them. Such a
transformation takes place when passing through the boundary from free section to a clamped
one (from clamped to free). A refined transformation model of the dynamic deformation of a rod
consisting of clamped and free sections along its length is constructed. The clamped section
of finite length is considered to be connected along two front surfaces with an absolutely rigid
and fixed support element through elastic transversely soft interlayers. To represent the
displacements of the clamped and free sections of the rod, as well as the elastic interlayers,
approximations according to the S.P. Timoshenko's shear model taking into account their
transverse compression is accepted. They subject to the conditions of continuity of
displacements at the points of connection of the layers with the clamped section of the rod and
immobility of the points of contact of the layers with the support element. On the basis of this
shear model, the components of the deformed state are obtained in the geometrically linear
approximation and the corresponding stress components in the physically linear-elastic
approximation, as well as variations in the potential energy of deformation and the work of
inertial forces for the clamped and free sections of the rod. The conditions of kinematic
conjugation of the noted sections of the rod are formulated. Taking into account these conditions,
based on the of d'Alembert–Lagrange's variational principle, the corresponding equations of
motion and boundary conditions for them, as well as the force conditions for conjugation of
the clamped and free sections of the rod are obtained for the sections introduced into
consideration.

Keywords: vibrations, rod-strip, S.P. Timoshenko's shear model, free and clamped sections,
transverse compression.
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