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Получена характеристика типа J-интеграла в случае деформирования
упругопластического адгезионного слоя, который связывает линейно упру-
гие тела внахлест. Контур интегрирования рассматриваемого интеграла ох-
ватывает область предполагаемого необратимого деформирования. Счита-
ется, что решение задачи может приводить к наличию ненулевого вектора
напряжений на свободной поверхности клеевого слоя с однородным по
толщине слоя распределением полей напряжений и деформаций. В случае
выполнения условий свободной поверхности на торцевой поверхности
клеевого слоя значение J-интеграла определяет произведение толщины адге-
зионного слоя на сумму удельных упругой энергии и диссипации. Для
соединения несущих тел клеевым слоем внахлест из связанной системы
уравнений в рамках известных допущений для поля перемещений в несущих
линейно упругих телах образца и условия текучести Губера – Мизеса для
адгезионного слоя получена замкнутая постановка задачи. С учетом упруго-
го и упругопластического поведения адгезионного слоя получены решения
задачи для известных экспериментальных данных для критической внешней
нагрузки. В упругопластическом решении найдены области необратимого
деформирования. Показано существенное различие в поведении касательных
напряжений в упругопластических зонах деформирования и совпадение
диагональных компонент тензора напряжений в клеевом слое для рассмот-
ренных моделей его поведения. В случае критической внешней нагрузки
найдены значения J-интеграла для относительно малых значений толщин
адгезионного слоя. Показано, что в рамках рассмотренных моделей поведе-
ния адгезионного слоя предельная величина J-интеграла имеет одно асимп-
тотическое значение при стремлении толщины слоя к нулевому значению.

Ключевые слова: адгезионный слой, упругопластическое деформиро-
вание, J-интеграл.

Введение

Изучение прочностных характеристик адгезионных соединений связано с проч-
ностными свойствами адгезионного слоя (АС). Как правило, толщины адгезивов
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существенно уступают соответствующим размерам сопрягаемых слоем материалов
и дефекты АС могут рассматриваться как математический разрез, а сам АС при этом
представлен слоем с нулевой толщиной. Это обстоятельство дает право использовать
методы и подходы механики квазихрупкого разрушения [1–3] для оценки несущей
способности слоистого композита [4–6]. В качестве критерия разрушения можно
выбрать J-интеграл [7–9], который связан с коэффициентом интенсивности напря-
жений [10–13] для случая трещиноподобного дефекта в виде математического разреза.

Однако адгезионные слои имеют конечные размеры и свои механические
свойства, в том числе и упругопластические [14]. В этом случае моделирование
предельных состояний АС, как правило, основывается на конечно-элементном
моделировании с использованием когезионных элементов [15–19], при котором
напряженное состояние когезионных элементов связывается с адгезионной проч-
ностью на отрыв и сдвиг. Для слоев с конечной толщиной в случае соединения
внахлест имеются аналитические решения, полученные в рамках гипотез пластин
при линейно упругом поведении композита [20–22] и с учетом пластических свойств
АС [23]. В настоящей статье из системы вариационных уравнений, описывающих
состояние равновесия двух тел, соединенных посредством слоя, с учетом гипотезы
«дифференциального сдвига» [24] получена система дифференциальных уравнений,
на основе решения которой для различных толщин АС найдена прочностная
характеристика в виде J-интеграла для композита с линейно упругим поведением
сопряженных адгезивом тел и с учетом упругопластических свойств его АС.

1. Постановка задачи

Расчетная схема нагружения образца представлена на рис. 1. Тела 1 и 2 с равными
длинами и толщинами деформируются обратимо, а материал АС полагается упруго-
пластическим без упрочнения.

Для описания взаимодействия АС с сопряженными им телами воспользуемся
концепцией «слоя взаимодействия», развитой в статьях [25–27]. Основываясь на
[25], запишем уравнения равновесия для тела 1:
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Рис. 1. Схема нагружения образца
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для тела 2:
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где εσ, – тензоры напряжений и деформаций в телах 1 и 2; u – вектор перемещений;
,

1
11 L

dLAA  uP 1A  – удельная работа распределенной внешней нагрузки в те-

ле 1; Sn – площадь сечения n-го тела плоскостью Ox1x2; Ln – контур левого торца
n-го тела в плоскости Ox1x2 (n = 1, 2); точкой обозначено скалярное умножение;
двумя точками – двойное скалярное умножение; 122211122211 ,,,,,   – компонен-
ты тензоров средних напряжений и деформаций АС, определяемые соотношениями:
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Здесь 
kk uu ,  – соответственно компоненты векторов перемещений верхней и нижней

границ слоя, k = 1, 2. Согласно концепции «слоя взаимодействия», на границах АС
с консолями 1 и 2 имеет место жесткое сцепление и для векторов напряжений  посту-
лируются равенство модулей и противоположность направлений.

Вариационные уравнения равновесия (1) и (2) для упругих тел замыкаются зако-
ном Гука:
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где E,  – модуль упругости и коэффициент Пуассона тел 1 и 2;  = 11 + 22 + 33 –
объемная деформация; ij – символ Кронекера (i, j, = 1, 2, 3).

Для материала слоя 3 определяющие соотношения вводим относительно средних
компонент тензоров напряжений и деформаций. В области упругого деформирования
получим:
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где E3, 3 – модуль упругости и коэффициент Пуассона адгезива.
Для упругопластического деформирования АС определяющие соотношения

принимаем в виде постоянства интенсивности касательных напряжений [28]:
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Значение постоянной в (7) определяет предел текучести по интенсивности ка-
сательных напряжений. Соответствующий предел текучести может быть определен
через предел текучести при одноосном растяжении ,30pT  где 0 – предел те-
кучести адгезива при одноосном растяжении с одним ненулевым главным напряже-
нием.

В результате решение системы (1)–(7) приводит к полю перемещений u(x1, x2) в
сопряженных клеем телах 1 и 2 (см. рис. 1) при заданных граничных условиях.

2. Нахождение характеристики типа J-интеграла

Следуя [5, 7, 8], запишем термомеханическое соотношение:
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где  – удельная (на единицу объема) свободная энергия; n1 – проекция вектора
нормали к поверхности контура на направление оси x1; q – распределенная нагруз-
ка;  – замкнутый контур AMM SABBA, показанный на рис. 2a, охватывающий
область упругого деформирования композита, проходящий по свободной поверхности
SA тела 1 и левой границе области упругопластического деформирования адгезион-
ного слоя.

Представим (8) в виде суммы двух контурных интегралов:
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1 – контур AMM S; 2 – контур SABBA.
В силу того, что поверхность SA тела 1 свободна от напряжений и на этой по-

верхности n1 = 0, контур 2 определим как контур ABBA по границе области упруго-
пластического деформирования АС. Интеграл J является J-интегралом Черепано-
ва – Райса [5, 8], однако его инвариантность ограничена контурами, проходящими
вне зоны диссипации.
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Рассмотрим нахождение J-интеграла посредством определения интеграла J1.
Выделим область диссипации адгезионного слоя, находящуюся в равновесии под
действием распределенной нагрузки q, являющейся по отношению к рассматри-
ваемой области внешней, где q+ – нагрузка по верхней границе слоя, q– – нагрузка
по нижней границе слоя, 

rq  – нагрузка по правому торцу слоя, 
lq  – нагрузка по

левому торцу слоя. Отметим, что равновесие показанного на рис. 2 композита можно
рассмотреть без области диссипации, приложив по контуру сопряжения ABBA внеш-
нюю нагрузку, противоположную по знаку нагрузке q.

Соотношение (8) для упругопластической области AABBA, показанной на
рис. 2б, ограниченной замкнутым контуром 3, запишем в виде [29]:
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где w – удельная (на единицу объема) диссипация. С учетом того, что 3 = 2 + AA,
внешние нагрузки на контуре равны по модулю и противоположны по знаку нагрузкам
на участке сопряжения упругопластической и упругой областей и внешние нормали
к упругой и упругопластической областям по сопрягаемому участку также имеют
противоположные знаки, условие (10) приобретает вид:

,01
01

00

1

c
x

l
c wJ

x








uq (11)

где

,
1

0  


S
c ds

x
ww

wc = w| x1 = 0 – удельная диссипация на торце слоя; c = | x1 = 0 – удельная свободная
энергия на торце слоя; u– = 0,5(u+ + u–) – вектор средних перемещений на торце
слоя; 212111 eeq l  – граничные напряжения слоя на торце слоя; e1, e2 – орты.

Таким образом, из (11) приходим к выражению:
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С учетом последнего выражения из (9) следует
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Если граничные напряжения на торце удовлетворяют условию свободной
поверхности, то (13) приводит к выражению J = 0(c + wc), полученному в [27].

Векторы напряжений, получаемые в результате решения на торце слоя, могут не
удовлетворять условиям свободной поверхности. Из решения задачи при нормальном
разрыве слоя [25] на его торце реализуются напряжения ,11 а в случае нагружения
слоя по моде II – 12  [29]. Отметим, что асимптотические решения линейной теории
упругости предполагают соответствующие напряжения при нулевой толщине слоя
[2]. Рассмотрим поправки в значение (13), связанные со вторым слагаемым в его
правой части для линейно упругого деформирования. Так, в случае нормального
разрыва слоя 111 uuu  

 и удельная работа торцевых напряжений будет определяться
равенством
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Таким образом, из (13) следует, что в случае нормального разрыва J-интеграл
определяется удельной свободной энергией напряжений разрыва ,2/)( 22220 J
а для случая нагружения слоя по моде II – удельной свободной энергией касательных
напряжений .12120 J

Из (9), рассматривая нагрузку на упругопластическую область (см. рис. 2б) в ка-
честве внешней, приходим к следующему определению J-интеграла:
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где ,222112 eeq    ,222112 eeq   ,212111 eeq r   2212 ,  – гранич-
ные напряжения слоя; 1211 ,   – средние напряжения на торцах слоя, связанные с
граничными условиями равновесия [25]:
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3. Нахождение энергетической характеристики

Полагаем, что поле перемещений определено согласно концепции «дифферен-
циального сдвига» [24, 27] в теле 1 как
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При рассмотрении состояния плоской деформации в АС, как и в статье [26],

принимаем наличие всех диагональных компонент тензора напряжений в адгезионном
слое, для которых в силу (15), (16) и условия упругой сжимаемости на всех стадиях
деформирования имеет место
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С учетом этой связи диагональных компонент слоя условие текучести для заданной
схемы нагружения адгезива преобразуется к виду:
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Уравнения равновесия (1), (2) с учетом (15)–(17) принимают вид [26]:
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Решения уравнений (18)–(20) сопрягаются в точке x1 = 0:
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с граничными условиями:
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Общее решение задачи (17)–(20) получено в статье [27] при условии текучести
Треска – Сен-Венана, и соответствующее решение использовалось в [26]. Для нахож-
дения длины пластической области lp использовалось условие (17) и применялась
итерационная процедура, описанная в статье [30] при условии симметрии области
пластичности относительно середины АС.

Рассмотрим решение (18)–(24) при нахождении характеристики (14) для упруго-
пластического и упругого поведения адгезионного слоя в случае критической нагруз-
ки образца. При упругом поведении слоя из постановочной части исключаются урав-
нения (19) и условия сопряжения (22).

Согласно статье [31], для материала пластин 1 и 2 в рассматриваемой схеме
нагружения использовался алюминиевый сплав Al6082-T651 с механически-
ми характеристиками: E = 70 ГПа,  = 0,3. В качестве адгезива была выбрана смо-
ла Araldite AV138 с механическими свойствами: E3 = 4,9 ГПа, 3 = 0,35, 0 =
= 36,49 MПа. Общая длина образца 2a + l задавалась равной 180 мм, толщина плас-
тин в направлении, ортогональном плоскости 0x1x2, B = 25 мм, длина сопрягаемого
адгезивом участка l = 50 мм, толщина пластин h = 3 мм, толщина слоя 0 = 0,2 мм.
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Значение внешней критической нагрузки F равнялось 9300 H, что соответствует
критической внешней нагрузке P = F/(hB) в рассматриваемой постановке задачи.

На рис. 3 показано распределение напряжений в АС для критического состояния.
Кривая 1 определяет напряжение ,12  а кривые 2 и 3 соответствуют напряжениям

2211,   при упругопластическом деформировании адгезива. Кривые 4, 5, 6 опреде-
ляют соответствующие напряжения при упругом деформировании.

Уменьшение толщины АС приводит к росту длины пластической области для
упругопластической постановки и значения касательных напряжений при упругом
поведении слоя.

На рис. 4 показаны зависимости J-интеграла от десятичного логарифма отно-
шения толщины адгезионного слоя и толщины консоли. Кривая 1 соответствует уп-
ругопластической модели, кривая 2 – упругому поведению АС. Отметим, что умень-
шение предела текучести не оказывает влияние на кривую 1 при наличии упругой
области в адгезионном слое.

Из графиков рис. 4 видно, что значение J-интеграла имеет асимптотическую
сходимость при стремлении толщины АС к нулю. Согласно (13), происходят прин-
ципиально различные механизмы формирования значения J-интеграла. В случае
обратимого деформирования значение J-интеграла определяет удельная свободная
энергия, а для упругопластического деформирования при малой толщине слоя –
удельная диссипация. Однако при этом асимптотическое значение J-интеграла не
зависит от рассмотренных моделей поведения адгезива.

Рис. 4. Значения J-интеграла
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Рис. 3. Распределение напряжений в адгезионном слое
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Заключение

Для нагружения внахлест рассмотрена характеристика типа J-интеграла для
контура, охватывающего одну локальную зону диссипации в АС. В рамках известных
допущений на распределение поля перемещений в несущих линейно упругих консолях
образца и условия текучести Губера – Мизеса получена замкнутая постановка задачи.
На основе экспериментальных данных из аналитического решения поставленной
задачи определено критическое значение J-интеграла для упругопластического и
линейно упругого поведений материала адгезионного слоя. Показано, что в рамках
рассмотренных моделей поведения критическое значение J-интеграла имеет одно
асимптотическое значение при стремлении толщины слоя к нулю.
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A characteristic of the J-integral type is obtained in the case of deformation of an elastic-
plastic adhesive layer that connects linearly elastic bodies with an overlap. The integration
contour of the integral under consideration covers the region of the assumed irreversible
deformation. It is believed that the solution of the problem can lead to the presence of a
nonzero stress vector on the free surface of the adhesive layer with a uniform distribution of
stress and strain fields over the layer thickness. If the free surface conditions are met on the
end surface of the adhesive layer, the J-integral value determines the product of the adhesive
layer thickness by the sum of the specific elastic energy and dissipation. For joining load-
bearing bodies with an adhesive layer with an overlap, a closed statement of the problem is
obtained from the coupled system of equations within the framework of known assumptions
for the displacement field in the load-bearing linearly elastic bodies of the sample and the
Huber – Mises yield condition for the adhesive layer. Taking into account the elastic and
elastic-plastic behavior of the adhesive layer, solutions of the problem are obtained for the
known experimental data for the critical external load. In the elastic-plastic solution, the regions
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of irreversible deformation are found. A significant difference in the behavior of tangential
stresses in elastic-plastic deformation zones and the coincidence of the diagonal components
of the stress tensor in the adhesive layer for the considered models of its behavior are shown.
In the case of a critical external load, the values of the J-integral are found for relatively small
values of the adhesive layer thickness. It is shown that within the framework of the considered
models of the adhesive layer behavior, the limiting value of the J-integral has one asymptotic
value as the layer thickness tends to zero.

Keywords: adhesive layer, elastic-plastic deformation, J-integral.


