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ÓÄÊ 539.3
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ÏËÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÌÀÒÅÐÈÀËÎÂ

ÏÎ ÏËÎÑÊÈÌ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈßÌ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ ÊÐÈÂÈÇÍÛ*)

Þ.Ã. Êîðîòêèõ, È.À. Âîëêîâ, È.Ñ. Òàðàñîâ

Íèæíèé Íîâãîðîä

Ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåðìîïëàñòè÷íîñòè, îïèñûâàþùàÿ
ïðîöåññû äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ äëÿ òðàåêòîðèé ïðîèçâîëüíîé êðè-
âèçíû. Äëÿ îöåíêè àäåêâàòíîñòè è îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè
îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ñëîæíîãî
ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñòàëè 9Õ2 ïî òðàåêòîðèÿì â âèäå ñïèðàëè
Àðõèìåäà, ëîãàðèôìè÷åñêîé ñïèðàëè, àñòðîèäû è âûïîëíåíî ñðàâíåíèå
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ äàííûìè íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî
äàííàÿ ìîäåëü êà÷åñòâåííî è êîëè÷åñòâåííî îïèñûâàåò îñíîâíûå ýôôåêòû
ñëîæíîãî ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìåòàëëîâ ïðè ïðîèçâîëüíûõ íåïðî-
ïîðöèîíàëüíûõ ïóòÿõ òåðìîñèëîâîãî íàãðóæåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Èçó÷åíèå çàêîíîìåðíîñòåé óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êîíñòðóê-
öèîííûõ ìàòåðèàëîâ èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ðàçâèòèÿ ôóíäàìåí-
òàëüíûõ îñíîâ òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè. Ïðè çíà÷èòåëüíîì êîëè÷åñòâå ðàáîò ïî
èññëåäîâàíèþ ïðîöåññîâ ñëîæíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ è äåôîðìèðî-
âàíèÿ áîëüøèíñòâî ýêñïåðèìåíòîâ âûïîëíåíî ïî ìíîãîçâåííûì ëîìàíûì è
ïëîñêèì êðèâîëèíåéíûì òðàåêòîðèÿì íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé ïîñòîÿííîé
êðèâèçíû [1−6]. Ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ñëîæíûõ òðàåêòîðèé, âêëþ÷àÿ ïëîñêèå è
ïðîñòðàíñòâåííûå òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ ïåðåìåííîé êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ,
âûïîëíåíî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå [5−7]. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ïðîâåðêè ôèçè÷åñêîé
äîñòîâåðíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè íåîáõîäèìî ïðî-
âåäåíèå ðàñ÷åòîâ è ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èìåþùè-
ìèñÿ â ëèòåðàòóðå ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè íà øèðîêîì êëàññå ñëîæíûõ òðà-
åêòîðèé ïðîèçâîëüíîé êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ. Ðåçóëüòàòû òàêèõ èññëåäîâàíèé ìîãóò
áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíû ïðè îïðåäåëåíèè (êîíêðåòèçàöèè) ìàòåðèàëüíûõ ïàðà-
ìåòðîâ, ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëîâ, âõîäÿùèõ â îïðåäåëÿþùèå ñîîòíî-
øåíèÿ òåðìîïëàñòè÷íîñòè.

Íèæå ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåðìîïëàñòè÷íîñòè, îïèñûâàþùàÿ
îñíîâíûå ýôôåêòû ñëîæíîãî ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìåòàëëîâ ïðè ïðîèç-
âîëüíûõ íåïðîïîðöèîíàëüíûõ ïóòÿõ òåðìîñèëîâîãî íàãðóæåíèÿ, è ïðîâåäåíà

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, âûï. 69, 2007 ã.

*) Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîì ôèíàíñèðîâàíèè Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè
ÐÔ (ãðàíò Ïðåçèäåíòà ÐÔ íà ïîääåðæêó âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÍØ-6391.2006.8).
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îöåíêà ïðèìåíèìîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ ÷èñ-
ëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èìåþùèìèñÿ â ëèòåðàòóðå ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè
[5, 6].

2. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ

Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ òåðìîïëàñòè÷íîñòè [8, 9] áàçèðóþòñÿ íà ñëåäó-
þùèõ îñíîâíûõ ïîëîæåíèÿõ:
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− íà÷àëüíàÿ ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì Ìèçåñà. Ýâîëþöèÿ
ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè îïèñûâàåòñÿ èçìåíåíèåì åå ðàäèóñà Rp è ïåðåìåùåíèåì
öåíòðà ρij;

− ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ãðàäèåíòàëüíîñòè âåêòîðà ñêîðîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîð-
ìàöèé ê ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè â òî÷êå íàãðóæåíèÿ;

− èçìåíåíèå îáúåìà òåëà óïðóãî;
− ðàññìàòðèâàåìàÿ ñðåäà ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíî èçîòðîïíîé. Ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî

àíèçîòðîïèÿ âûçâàííàÿ ïðîöåññàìè ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.
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Çäåñü σ, ε − øàðîâûå, Sij, eij − äåâèàòîðíûå ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è
äåôîðìàöèé ñîîòâåòñòâåííî, T − òåìïåðàòóðà, T0 − íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà, K(T) −
ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ, G(T) − ìîäóëü ñäâèãà, α(T) − êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî
òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ ìàòåðèàëà.

Äëÿ îïèñàíèÿ ýôôåêòîâ ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå íàïðÿ-
æåíèé ââîäèòñÿ ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòè, óðàâíåíèå êîòîðîé èìååò âèä :
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Çäåñü q1, q2, q3 − ìîäóëè èçîòðîïíîãî óïðî÷íåíèÿ (q1 − ìîäóëü óïðî÷íåíèÿ ïðè
ïðîïîðöèîíàëüíîì äåôîðìèðîâàíèè, q2 − ïðè èçëîìå òðàåêòîðèè íà 90o, q3 − ïðè
èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû), κ − äëèíà òðàåêòîðèè ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ
ìàòåðèàëà.

Óðàâíåíèå äëÿ ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè îñíîâàíî íà ãèïîòåçå À.À. Èëüþ-
øèíà, çàêëþ÷àþùåéñÿ â òîì, ÷òî óïðî÷íåíèå çàâèñèò îò èñòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ
ëèøü íà íåêîòîðîé áëèæàéøåé ÷àñòè òðàåêòîðèè (çàïàçäûâàíèå âåêòîðíûõ ñâîéñòâ).
Ýâîëþöèÿ âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ ρij, îïèñûâàþùèõ àíèçîòðîïèþ óïðî÷íåíèÿ
ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà, ïðèíèìàåòñÿ â âèäå:
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g1, g2, g3 − ìîäóëè àíèçîòðîïíîãî óïðî÷íåíèÿ (ôóíêöèè òåìïåðàòóðû).
Êîìïîíåíòû òåíçîðà ñêîðîñòåé ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé îïðåäåëÿþòñÿ èç

çàêîíà ãðàäèåíòàëüíîñòè âåêòîðà ñêîðîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ê ïîâåðõ-
íîñòè òåêó÷åñòè â òî÷êå íàãðóæåíèÿ:

,ij
p
ij al=e& (5)

ãäå λ − êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, îïðåäåëÿåìûé èç óñëîâèÿ ïðîõîæäåíèÿ
íîâîé ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè â êîíöå ýòàïà íàãðóæåíèÿ ÷åðåç êîíåö âåêòîðà
äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé. Ìàòåðèàëüíûå ïàðàìåòðû q1, q2, q3, g1, g2, g3 â óðàâíåíèÿõ
(1)−(5) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñïåöèàëüíûõ áàçîâûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðàñòÿæåíèþ-
ñæàòèþ öèëèíäðè÷åñêèõ îáðàçöîâ ïî ñïåöèàëüíûì ïðîãðàììàì íàãðóæåíèÿ [8].

Îïðåäåëåíèå îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìè-
ðîâàíèÿ ìàòåðèàëà (ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ), êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå îïèñûâàþòñÿ
òåíçîðàìè σij, εij, εij

p, ρij è ñêàëÿðàìè κ, Rp è T, ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ äâóìÿ ñïîñî-
áàìè [9, 10].

Ïåðâûé ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â èíòåãðèðîâàíèè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé
ïî âðåìåíè, äëÿ âûïîëíåíèÿ êîòîðîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîé èç ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè [9]. Âòîðîé ñïîñîá [10] ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëèðîâêå
îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé è ëèíåàðèçàöèè àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà λ
èç (5) ñâîäèòñÿ ê íàïèñàíèþ óðàâíåíèé òåðìîïëàñòè÷íîñòè â ïðèðàùåíèÿõ, êîòîðûå
çàâèñÿò îò âûáðàííîãî øàãà ∆t. Øàã ïî âðåìåíè ∆t ìîæåò êîððåêòèðîâàòüñÿ ïðè
ïðîõîæäåíèè ñëîæíûõ ó÷àñòêîâ òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ (íàïðèìåð, íà èçëîìàõ
òðàåêòîðèè) èëè æå, ïðè óñëîâèè óñòîé÷èâîñòè âû÷èñëåíèé, çàäàâàòüñÿ ïîñòîÿííûì
â òå÷åíèå âñåãî ðàñ÷åòíîãî âðåìåíè. Òàêîé ïîäõîä íàèáîëåå óäîáåí ïðè ðåøåíèè
êðàåâûõ çàäà÷ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà è èñïîëüçóåòñÿ â äàííîé
ðàáîòå.

3. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè
           äàííûìè

Äëÿ áîëåå ïîëíîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáîñíîâàíèÿ è ïðîâåðêè ôèçè÷åñêîé
äîñòîâåðíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè íåîáõîäèìà ïî-
ñòàíîâêà ýêñïåðèìåíòîâ ñ ìàêñèìàëüíî øèðîêèì äèàïàçîíîì èçìåíåíèÿ êðèâèçíû
òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ â ïðåäåëàõ îäíîãî îïûòà. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-
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ëÿþò ýêñïåðèìåíòû ïî èçó÷åíèþ ïðîöåññîâ ñëîæíîé ðàçãðóçêè ìàòåðèàëà è ñâÿçàí-
íûõ ñ íåé çàêîíîìåðíîñòåé èçìåíåíèÿ èõ ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ ñâîéñòâ. Òàêèì
îáðàçîì, ïîñòàíîâêà ýêñïåðèìåíòîâ ïî ñëîæíîìó àêòèâíîìó äåôîðìèðîâàíèþ è
ðàçãðóçêå ìàòåðèàëîâ íà òðàåêòîðèÿõ â ôîðìå ñïèðàëåé Àðõèìåäà, ëîãàðèôìè÷åñ-
êèõ ñïèðàëåé, àñòðîèäû ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé.

Â [5, 6] èçëîæåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïðîöåññîâ
äåôîðìèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ (ìåòàëëîâ è èõ ñïëàâîâ) ïî ðàç-
ëè÷íûì òðàåêòîðèÿì, âêëþ÷àÿ ïëîñêèå è ïðîñòðàíñòâåííûå, ìíîãîçâåííûå è êðèâî-
ëèíåéíûå òðàåêòîðèè ïðîèçâîëüíîé êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ, êîòîðûå ïîëó÷åíû â
ëàáîðàòîðèè ìåõàíè÷åñêèõ èñïûòàíèé êàôåäðû ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ, òåîðèè
óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè Òâåðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà
íà àâòîìàòèçèðîâàííîì ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíîì êîìïëåêñå ÑÍ-ÝÂÌ ïîä
îáùèì ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Â.Ã. Çóá÷àíèíîâà. Ýêñïåðèìåíòû áûëè âûïîë-
íåíû ïðè íîðìàëüíîé òåìïåðàòóðå T = 20 

oC íà òîíêîñòåííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ
îáðàçöàõ ñ äëèíîé ðàáî÷åé ÷àñòè l = 90 ìì, òîëùèíîé ñòåíêè h = 1 ìì è ðàäèóñîì
ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè R = 15 ìì. Ìàòåðèàë îáðàçöîâ − ñòàëü 12Õ18Í10Ò, ñòàëü
9Õ2, ñïëàâ ÀÊ-8 è äð. Îáðàçöû íàãðóæàëèñü ïî çàäàííîé ïðîãðàììå èñïûòàíèé
îñåâîé ñèëîé P, âíóòðåííèì äàâëåíèåì q è êðóòÿùèì ìîìåíòîì M. Êîìïîíåíòû
òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â ðàáî÷åé ÷àñòè îáðàçöà âû÷èñëÿëèñü ïî ôîð-
ìóëàì:

,0,
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,,
2 2313332122211 =s=s=s
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hR
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qR

Rh
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,
2

,, 122211 l
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R

R

l

l j
=e

D
=e

D
=e

(6)

ãäå ϕ − óãîë çàêðó÷èâàíèÿ.
Ðàñ÷åòíûé àíàëèç ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ ëàáîðàòîðíûõ îáðàçöîâ ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ìîäåëè òåðìîïëàñòè÷íîñòè (1)−(5) ïðîâîäèëñÿ ïðè ñëåäóþùèõ ìàòåðè-
àëüíûõ ïàðàìåòðàõ äëÿ ñòàëè 9Õ2 [5]: ìîäóëü ñäâèãà G = 71500 ÌÏà; ìîäóëü îáú-
åìíîãî ñæàòèÿ K = 292625,4 ÌÏà; íà÷àëüíûé ðàäèóñ ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè Rp

0 =
= 205 ÌÏà; ìîäóëè àíèçîòðîïíîãî óïðî÷íåíèÿ g1 = 22500 ÌÏà, g2 = 250,72,  g3 = 0.

Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè äàííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ïðîöåññîâ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëè òåðìîïëàñòè÷íîñòè çàäàííûìè ÿâëÿëèñü
ýêñïåðèìåíòàëüíûå òðàåêòîðèè äåôîðìàöèé (çàêîíîìåðíîñòè èçìåíåíèÿ êîìïîíåíò
òåíçîðà äåôîðìàöèé εij(t)), à òðàåêòîðèè íàïðÿæåíèé ïîëó÷àëèñü â ðåçóëüòàòå èíòåã-
ðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (1)−(5) ïî çàäàííîé èñòîðèè èçìåíåíèÿ
εij. Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëÿëèñü ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàí-
íûìè.

Ýêñïåðèìåíòû ïî ñëîæíîìó äåôîðìèðîâàíèþ ìàòåðèàëà ïî òðàåêòîðèÿì â âèäå
ñïèðàëåé Àðõèìåäà îñóùåñòâëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ çàâèñèìîñòÿìè:

),2(,sin,cos 1211 j-p=j-=ej=e nrRRR (7)

ãäå R − ïåðåìåííûé ðàäèóñ ñïèðàëè, ϕ − óãîë ïîâîðîòà ðàäèóñà îò íàïðàâëåíèÿ
îñè ε11, n − ÷èñëî âèòêîâ, ∆R = 2πr − ðàññòîÿíèå ïî ðàäèóñó ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè
âèòêàìè ñïèðàëè [5]. Âûõîä íà êðèâîëèíåéíóþ òðàåêòîðèþ îñóùåñòâëåí ïîñëå
ïðåäâàðèòåëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ äî ε11 = 0,01 (òî÷êà À íà ðèñ. 1, 2). Âûïîëíåíî äâà
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âèòêà ñêðóòêè äî òî÷êè B è ðàñêðó÷èâàíèå â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè äî òî÷êè C (ñì.
ðèñ. 1, 2).

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà ðàñ÷åòíàÿ òðàåêòîðèÿ íàïðÿæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ðåàëèçîâàííîé òðàåêòîðèè äåôîðìàöèé (7). Âèäíî, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò òðàåê-
òîðèÿ íàïðÿæåíèé ïðè ðàñêðóòêå èäåò íåñêîëüêî íèæå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùåé
ñêðóòêå. Çàòåì òðàåêòîðèè ñáëèæàþòñÿ è ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò äî âòîðîãî âèòêà
ðàñêðó÷èâàíèÿ. Â äàëüíåéøåì íàáëþäàåòñÿ ïðîöåññ óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà, è òðà-
åêòîðèÿ íàïðÿæåíèé ïðè ðàñêðóòêå óæå ïðåâûøàåò òðàåêòîðèþ ïðè ñêðó÷èâàíèè.

Ñðàâíåíèå ÷èñëåííîãî è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ðåøåíèé ïî çíà÷åíèÿì êîìïîíåíò
òåíçîðà íàïðÿæåíèé σ11 è σ12 ïîêàçàëî, ÷òî èõ ðàçëè÷èå íå ïðåâûøàåò 9%.

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè òåíçîðà íàïðÿæåíèé σu îò
èíòåíñèâíîñòè òåíçîðà äåôîðìàöèé εu äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñïèðàëè Àðõèìåäà.
Òîíêîé ïóíêòèðíîé ëèíèåé îòìå÷åíû îïûòíûå äàííûå [5]. Âèäíî ÷òî ïîñëå "íûðêà"
íàïðÿæåíèé â òî÷êå èçëîìà (òî÷êà À íà ðèñ. 1, 2), äèàãðàììà äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè
ñëîæíîì ïðîöåññå ïîäíèìàåòñÿ âûøå äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè îäíîîñíîì
ðàñòÿæåíèè (æèðíàÿ ëèíèÿ), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óïðî÷íåíèþ ìàòåðèàëà è àêòèâíîìó
ïðîöåññó óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.

Ïîñêîëüêó òðàåêòîðèè â âèäå àðõèìåäîâûõ ñïèðàëåé îãðàíè÷èâàëè óãëû èçëîìà
â íà÷àëå ïðîöåññà ñëîæíîé ðàçãðóçêè, áûëè ïðîâåäåíû èñïûòàíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì
â âèäå ñêðó÷èâàþùèõñÿ è ðàñêðó÷èâàþùèõñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ñïèðàëåé, äëÿ
êîòîðûõ íà÷àëüíûå óãëû èçëîìà çíà÷èòåëüíî áîëüøå.
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Ýêñïåðèìåíòû ïî ñëîæíîìó äåôîðìèðîâàíèþ ñòàëè 9Õ2 ïî òðàåêòîðèÿì â âèäå
ëîãàðèôìè÷åñêèõ ñïèðàëåé îñóùåñòâëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ çàâèñèìîñòÿìè:

),exp(,sin,cos 01211 j-=j-=ej=e kRRRR (8)

ãäå R0, R − ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëüíûé è ïåðåìåííûé ðàäèóñû ñïèðàëè, ϕ − óãîë
ïîâîðîòà ðàäèóñà îò íàïðàâëåíèÿ îñè ε11,  k = |tg β|,  β − óãîë èçëîìà òðàåêòîðèè
äåôîðìàöèè. Âûõîä íà íà÷àëüíóþ òî÷êó êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè îñóùåñòâëÿåòñÿ
â ðåçóëüòàòå ïðåäâàðèòåëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ äî çàäàííîãî óðîâíÿ ε11 = 0,02 (òî÷êà À
íà ðèñ. 3−6), ïîñëåäóþùåé ïîëíîé ïðîñòîé ðàçãðóçêè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè è
ïîâòîðíîãî íàãðóæåíèÿ äî òîãî æå óðîâíÿ. Ïîñëå ýòîãî ðåàëèçîâûâàëèñü ïðîãðàììû
ñëîæíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïî ëîãàðèôìè÷åñêèì ñïèðàëÿì. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ
ñêðóòêè ñïèðàëè ê íà÷àëó êîîðäèíàò (R = 0) (òî÷êà B íà ðèñ. 3−6) ïðîèñõîäèëà
ðàñêðóòêà òðàåêòîðèè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè äî òî÷êè C. Áûëî ïðîâåäåíî äâà
âàðèàíòà ðàñ÷åòà ïðè k = 0,414 è k = 4 ñîîòâåòñòâåííî.

Íà ðèñ. 3, 4 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòíûå òðàåêòîðèè íàïðÿæåíèé êàê îòêëèêè
íà çàäàííûå òðàåêòîðèè äåôîðìàöèé. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíà ðàñ÷åòíàÿ òðàåêòîðèÿ
íàïðÿæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèè äåôîðìàöèé ñ óãëîì èçëîìà β = 112,4o

(k = 0,414), à íà ðèñ. 4 − ñ óãëîì èçëîìà β = 166o (k = 4) [5]. Ïðè ñîïîñòàâëåíèè
äàííûõ òðàåêòîðèé ñ òðàåêòîðèåé, ðåàëèçîâàííîé ïî ñïèðàëè Àðõèìåäà, ìîæíî
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îòìåòèòü íåêîòîðîå êà÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå òîëüêî äëÿ óãëà èçëîìà 112,4o.
Ñ óâåëè÷åíèåì óãëà èçëîìà òðàåêòîðèè íàïðÿæåíèé äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ñïèðàëåé
îòëè÷àþòñÿ îò àðõèìåäîâûõ áîëüøåé ñêîðîñòüþ ñêðó÷èâàíèÿ. Àíàëèç ÷èñëåííûõ
è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé σ11 è σ12 äëÿ äâóõ
âàðèàíòîâ ðàñ÷åòà ïîêàçàë, ÷òî èõ ðàçëè÷èå íå ïðåâûøàåò 10%.

Íà ðèñ. 5, 6 îòðàæåíû ñêàëÿðíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà íà ðåàëèçîâàííûõ òðàåêòî-
ðèÿõ ïðîñòîãî è ñëîæíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ (ïóíêòèðíîé ëèíèåé îòìå÷åíû ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû [5]). Ïîñëå ïðîñòîãî äåôîðìèðîâàíèÿ (òî÷êà À íà ðèñ. 3−6),
ïîñëåäóþùåé ïðîñòîé ïîëíîé ðàçãðóçêè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè è ïîâòîðíîãî
íàãðóæåíèÿ äî òîãî æå óðîâíÿ, ïðîèçâîäèëàñü ñëîæíàÿ ðàçãðóçêà ïî òðàåêòîðèè â
âèäå ëîãàðèôìè÷åñêèõ ñïèðàëåé. Âèäíî, ÷òî íà÷àëüíûé ýòàï ñëîæíîé ðàçãðóçêè
ïðàêòè÷åñêè ëèíååí. Çàòåì ïðè ðàñêðóòêå òðàåêòîðèè ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ
ñòàíîâèòñÿ âíîâü àêòèâíûì è äèàãðàììà äåôîðìèðîâàíèÿ âûõîäèò íà êðèâóþ,
áëèçêóþ ê òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ïðîñòîì ðàñòÿæåíèè (æèðíàÿ ëèíèÿ).

Ýêñïåðèìåíòû ïî ñëîæíîìó íàãðóæåíèþ è ñëîæíîé ðàçãðóçêå ïî òðàåêòîðèÿì
â âèäå àñòðîèäû îñóùåñòâëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïàðàìåòðè÷åñêèìè çàâèñèìîñòÿìè:

,sin,cos 3
012

3
011 j=ej=e RR (9)

ãäå R0 − íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ïàðàìåòð àñòðîèäû, ϕ − óãîë, îòñ÷èòûâàåìûé îò
íàïðàâëåíèÿ îñè  ε11.

Âûõîä íà íà÷àëüíóþ òî÷êó êðèâîëèíåéíîé òðàåêòîðèè îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðåçóëü-
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òàòå ïðåäâàðèòåëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ äî çàäàííîãî óðîâíÿ ε11 = 0,02 (òî÷êà À íà ðèñ.
7−10), ïîñëåäóþùåé ïðîñòîé ðàçãðóçêè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè äî çíà÷åíèÿ  ε11 =
= 0,016 (òî÷êà B íà ðèñ. 7−10) è ïîâòîðíîãî íàãðóæåíèÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè
äî èñõîäíîãî óðîâíÿ äåôîðìàöèé (òî÷êà À'  íà ðèñ. 7−10). Ïîñëå ýòîãî îñóùåñòâëÿ-
ëîñü ñëîæíîå äåôîðìèðîâàíèå ïî òðàåêòîðèè â âèäå àñòðîèäû (õàðàêòåðíûå òî÷êè
À' , C,  D,  E). Ê îñîáåííîñòÿì äàííîé òðàåêòîðèè ìîæíî îòíåñòè òî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ
âîãíóòîé è ñîäåðæèò óãëîâûå òî÷êè, â êîòîðûõ êðèâèçíà ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Íåîáõîäèìî òàêæå îòìåòèòü ïåðåìåííî-ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ
êðèâèçíû â êàæäîé ÷åòâåðòè òðàåêòîðèè àñòðîèäû.

Íà ðèñ. 7, 8 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòíûå òðàåêòîðèè íàïðÿæåíèé êàê îòêëèê íà
òðàåêòîðèþ äåôîðìàöèé (9). Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíû ðàñ÷åòíûå òðàåêòîðèè íàïðÿæåíèé
äëÿ ïåðâûõ äâóõ âèòêîâ àñòðîèäû, íà ðèñ. 8 èçîáðàæåíà òðàåêòîðèÿ íàïðÿæåíèé
äëÿ òðåòüåãî âèòêà àñòðîèäû, íà êîòîðîì ïðîèçâåäåíà ñìåíà íàïðàâëåíèÿ ïðîöåññà
äåôîðìèðîâàíèÿ. Âèäíî, ÷òî îòâåòíàÿ òðàåêòîðèÿ â ïåðâîé ÷åòâåðòè ïðàêòè÷åñêè
ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è ëèøü ê êîíöó âèòêà ïðîñìàòðèâàåòñÿ òåíäåíöèÿ
ê ñáëèæåíèþ ñ ïåðâûìè äâóìÿ âèòêàìè.

Ðàñõîæäåíèå ÷èñëåííûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿ-
æåíèé σ11 è σ12 ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 11%.
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Ñêàëÿðíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà íà ðåàëèçîâàííîé òðàåêòîðèè äåôîðìàöèé äëÿ
ïåðâîãî è òðåòüåãî âèòêà àñòðîèäû îòðàæåíû íà ðèñ. 9, 10 ñîîòâåòñòâåííî (ïóíêòèð-
íîé ëèíèåé îòìå÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ðàáîòû [5]). Âèäíî, ÷òî íàèáîëü-
øåå óïðî÷íåíèå íàáëþäàåòñÿ íà ïåðâîé ïîëîâèíå äëèíû äóãè ïåðâîãî âèòêà àñòðî-
èäû, çàòåì ïåòëè äëÿ òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ÷åòâåðòè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, ÷òî
ãîâîðèò î ñòàáèëèçàöèè ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ.

Â öåëîì, àíàëèçèðóÿ ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû â ñðàâíåíèè ñ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [5], ìîæíî îòìåòèòü êà÷åñòâåííîå è êîëè÷åñòâåííîå ñîâ-
ïàäåíèå ìîäåëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ñ îïûòíûìè äàííûìè. Íåêîòîðîå îòëè÷èå ðàñ-
÷åòíûõ çíà÷åíèé îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî, íàïðèìåð,
íåòî÷íîñòÿìè ïðè çàäàíèè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà. Ïðè
ñîïîñòàâëåíèè ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ íå ñëåäóåò òàêæå çàáûâàòü,
÷òî ïðè îáðàáîòêå ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè [5, 6], ïðèíèìàëîñü ε22 = 0, â
òî âðåìÿ êàê â ýêñïåðèìåíòàõ íàáëþäàëîñü ε22 » 0,1ε11 (òî åñòü â ðàñ÷åòàõ ïðîñòðàíñ-
òâåííàÿ òðàåêòîðèÿ çàìåíÿëàñü ïëîñêîé).
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4. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåí âàðèàíò ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ ïðîöåññîâ
ñëîæíîãî ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ (ìåòàëëîâ
è èõ ñïëàâîâ) ïðè ìíîãîîñíûõ íåïðîïîðöèîíàëüíûõ ðåæèìàõ íàãðóæåíèÿ. Ìîäåëü
ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü óïðî÷íåíèå ìàòåðèàëà ïðè ïðîïîðöèîíàëüíîì è íåïðîïîð-
öèîíàëüíîì äåôîðìèðîâàíèè, ëîêàëüíóþ àíèçîòðîïèþ ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðî-
âàíèÿ ïðè èçëîìå òðàåêòîðèè äåôîðìàöèé. Ïðîâåäåíà îöåíêà àäåêâàòíîñòè îïðåäå-
ëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïëàñòè÷íîñòè ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ
ýêñïåðèìåíòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè äëÿ ñëîæíûõ òðàåêòîðèé íåïðîïîð-
öèîíàëüíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ïîäòâåðäèëà ïðàâèëüíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ
ïðîöåññîâ íåïðîïîðöèîíàëüíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.
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RESEARCHES OF DIFFICULT PLASTIC DEFORMATION PROCESSES
ON FLAT TRAJECTORIES OF VARIABLE CURVATURE

Yu. G. Korotkih, I. A. Volkov, I. S. Tarasov

The mathematical model of the temperatureplastics for describing the deformation processes on
trajectories of any curvature is presented. Numerical researches of difficult plastic deformation of
steel 9Õ2 on trajectories in form Arhimed's spiral, logarithmic spiral, astroida and the comparison
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of the received results with data of natural experiments carried out to determine applicability
limitations of the model. It is shown that the presented model qualitatively and quantitatively
describes main effects of difficult plastic deformation of metals for any nonproportional paths of
temperature and force loading.


