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Исследуется предложенная ранее модель предварительно напряженной
термоэлектроупругой среды класса 3m тригональной сингонии, находящейся
в условиях воздействия начальных механических напряжений, электроста-
тического поля при заданной температуре. Предполагается, что наведенное
в материале начально-деформированное состояние однородно, начальные
тепловые воздействия не превышают температуры фазовых переходов, на-
чальное электростатическое поле однородно и задано вектором напряжен-
ности. Использованы линеаризованные в лагранжевой системе координат
определяющие соотношения, уравнения движения термоэлектроупругих
сред, уравнения электростатики и уравнения распространения тепла. Лине-
аризация проведена в рамках наложения малых деформаций на конечные
деформации с сохранением в уравнении состояния членов высокого поряд-
ка. В рамках модели на примере LiNbO3 исследовано раздельное и совмест-
ное влияние вида и величины начальных воздействий на изменение свойств
материала. Показано, что начальные механические, электростатические или
температурные воздействия нарушают симметрию пиропьезоэлектричес-
кого материала: совпадающие в естественном состоянии константы разде-
ляются, их поведение различно и зависит от характера и величины наведен-
ных деформаций. Под действием одноосного механического напряжения
показана трансформация упругих и пьезоэлектрических модулей материала
в зависимости от наведенных деформаций, температуры, величины и на-
правленности вектора напряженности начального электростатического поля.
Показано, что наличие температурного фактора позволяет либо ослаблять,
либо усиливать влияние начальных механических и электростатических воз-
действий. Установлены закономерности влияния начального электростати-
ческого поля большой напряженности на упругие и пьезоэлектрические свой-
ства материала. Результаты оформлены в виде графиков и могут представлять
интерес при разработке, проектировании и оптимизации пиропьезоэлектри-
ческих материалов, используемых при создании микро- и наноразмерных
приборов и устройств.
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Введение

Основные положения механики термопьезоэлектрических (ТПЭ) материалов
сформулированы в [1–7], там же приведены определяющие соотношения и уравнения
движения. В [8, 9] построена обобщенная линейная теория ТПЭ сред. В [10, 11] ис-
следован процесс распространения поверхностных волн в полуограниченных термо-
электроупругих (ТЭУ) средах. В [12, 13] приведены результаты исследования процес-
сов распространения и отражения волн в пироэлектрической и пьезоэлектрической
средах. В [14–16] рассмотрены смешанные задачи для анизотропных слоистых ТЭУ
сред, приведена их строгая постановка, предложены методы исследования. Специфика
технологии создания приборов и устройств современной микро- и наноэлектроники
приводит к необходимости создания новых искусственных пиропьезоэлектрических
материалов с заранее заданными свойствами, разработки адекватных верифици-
руемых моделей, эффективных подходов и прецизионных методов изучения про-
цессов распространения поверхностных акустических волн (ПАВ) и объемных волн
(ОВ) в предварительно напряженных средах. В статьях [17–19] исследовано влияние
начальных механических напряжений на распространение ОВ и ПАВ в составных
структурах из пьезоэлектрических и пьезомагнитных материалов. Роль начальных
напряжений играли аддитивные члены в уравнениях движения, начально-
деформированное состояние (НДС) материала не учитывалось. В статьях [20, 21]
представлены одни из первых результатов исследования процессов распространения
волн в упругих средах, показано существенное влияние начальных напряжений на
физические свойства материала. В [22–24] представлены результаты исследования
особенностей распространения волн Лэмба и Рэлея в электроупругих средах в
условиях воздействия внешних электростатических полей. Влияние электростати-
ческого поля (ЭП) учитывалось за счет добавления в уравнениях движения
аддитивного члена с компонентой вектора напряженности. В [25–27] в рамках
наложения малых деформаций на конечные деформации [28] проведена последо-
вательная линеаризация уравнений нелинейной электродинамики сплошной среды,
построены определяющие соотношения и уравнения движения электроупругой в
отсутствие [25] и при наличии [26] внешнего ЭП, а также ТЭУ среды [27]. В [29, 30]
на основе полученных линеаризованных соотношений развит метод исследования
особенностей распространения ПАВ в зависимости от начальных механических на-
пряжений и внешнего ЭП. В [31, 32] построены трехмерные функции Грина полупро-
странства с преднапряженным неоднородным покрытием, выполненным из ТЭУ
функционально градиентного материала. В [33] на примере CdSe исследованы
нелинейные эффекты влияния начальных напряжений, электростатического поля и
температуры на НДС и свойства пиропьезоэлектриков класса 6mm гексагональной
сингонии. Исследованию свойств пиропьезоэлектриков класса 3m тригональной
сингонии на примере LiNbO3 и различных пьезокерамик на его основе посвящены
статьи [34–37]. Для пьезоэлектрической структуры с преднапряженным функциональ-
но градиентным покрытием из пьезокерамики на основе LiNbO3 в [38] исследовано
влияние неоднородности покрытия, характера и величины начальных механических
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и электростатических воздействий на изменение физических свойств структуры и
особенности трансформации скоростей SH-ПАВ. В [39] предложена модель пред-
варительно напряженной ТЭУ среды класса 3m тригональной сингонии, находящейся
в условиях воздействия начальных механических напряжений, электростатического
поля и температуры; приведена трехмерная постановка динамических задач для пред-
напряженных полуограниченных сред, получена система уравнений, позволяющая
определять все параметры НДС материала при различных начальных воздействиях,
детально исследовано влияние их характера и величины на изменение НДС материала.
Показано качественное изменение наведенных в материале деформаций при сов-
местных начальных механических и электростатических воздействиях. В настоящей
статье в рамках предложенной в [39] модели детально исследуется влияние как раз-
дельных, так и совместных начальных механических, электростатических и темпера-
турных воздействий на изменение свойств материалов класса 3m тригональной син-
гонии.

Материальные константы ТЭУ среды
в условиях воздействия физических полей различной природы

Рассматривается предложенная в [39] модель предварительно напряженной ТЭУ
среды. Используем представление линеаризованных соотношений в декартовой
системе координат: i1, i2, i3 – ортонормированный векторный базис декартовых коор-
динат; x1, x2, x3 – лагранжевы декартовы координаты, связанные с отсчетной конфигу-
рацией и естественным состоянием (ЕС) материала; X1, X2, X3 – эйлеровы декартовы
координаты, связанные с НДС материала; R, r – радиусы-векторы точки среды в
НДС и ЕС соответственно (R = Xkik, r = xkik, k = 1, 2, 3). Полагаем, что в ТЭУ мате-
риале среды за счет действия механических напряжений, ЭП и температуры наводится
однородное НДС вида [5, 25–33, 38, 39] (k, p = 1, 2, 3):

.,θ,,δ const10  kpkkkp vTv REiiΛΛ,rR 0 (1)

Здесь  – тензор преобразования радиус-вектора из отсчетной конфигурации
(совпадающей с ЕС) в НДС; vk = 1 + k, k – главные относительные удлинения
волокон, направленных вдоль координатных осей xk; kp – символ Кронекера; 0 –
электрический потенциал; E0 – напряженность начального внешнего ЭП в НДС; T1 –
температура тела в НДС. Полагаем, что состояние

0θ,0,0 T WS (2)

является состоянием с минимальной свободной энергией; S, W,  – тензор деформа-
ции Коши – Грина, «материальный» вектор напряженности внешнего ЭП и темпера-
тура. В рамках линеаризованной теории наложения малых деформаций на конечные
деформации динамика преднапряженной ТЭУ среды в лагранжевой системе
координат описывается линеаризованными уравнения движения, вынужденной
электростатики и теплопроводности [2–7, 25–27, 31–33, 39]:
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Здесь 0 – набла-оператор, определенный в отсчетной конфигурации;  – линеари-
зованный тензор напряжений преднапряженной среды; , m, d, h и  – линеаризо-
ванные тензор напряжений Пиолы, тензор напряжений Пиолы – Максвелла, «матери-
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альный» вектор индукции, вектор потока тепла и энтропия; 0 – плотность материала
в ЕС; u = {u1, u2, u3} – вектор смещений. Постановки краевых задач и вид граничных
условий для ТЭУ сред приведен в [5, 7, 10, 27, 31–33]. Участвующие в (3)
линеаризованные тензоры  и m, векторы d и h, а также энтропия  определяются
соотношениями (здесь и далее индексами после запятой отмечено дифференцирова-
ние по соответствующим координатам; l, k, s, p, m = 1, 2, 3) [27, 29–33, 39]:
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Здесь clksp – компоненты тензора IV ранга упругих констант II порядка, характери-
зующие линейную деформацию при постоянных температуре и электрическом поле;
eijk – компоненты тензора III ранга – тензорные пьезоэлектрические константы II
порядка, связанные с электроакустическими эффектами; ij – компоненты тензора
II ранга констант диэлектрической восприимчивости, для которых справедливо
ij = (0)ij + ij (ij – компоненты тензора диэлектрической проницаемости, (0) –
диэлектрическая проницаемость вакуума); T = T1 – T0 – приращение температуры;
qij – коэффициенты термоупругости;   ii – компоненты тензора коэффициентов удель-
ной теплопроводности; pk – компоненты вектора пироэлектричества; c – удельная
теплоемкость; Pii – компоненты тензора Кирхгофа, которые в рамках условий (1) и
(2) наряду с электростатическим и тепловым воздействием определяют НДС среды.

С учетом свойств материала и выражений (5) приведем более наглядное матрич-
ное представление для участвующих в (4) коэффициентов c

lksp:
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Здесь c, e и ed записаны в форме матричного представления закона состояния
преднапряженного ТЭУ материала [31, 32].

Из (7) видно, что в отличие от ЕС матрица e в НДС уже не является
транспонированной матрицей ed. Из представлений (4)–(7) следует, что свойства
среды учитываются в коэффициентах компонент lllk hd ,,   и энтропии . Коэффи-
циенты  lksp  и lsp  компонент mlk и m

ld  [30, 33, 39] в силу (5) не зависят от свойств
материала, определены направлением и величиной вектора напряженности начального
ЭП. При этом все коэффициенты зависят от характера и величины начальных де-
формаций, определяемых условиями (1) и (2). Следует отметить, что учет электро-
статического поля приводит не только к изменению значения материальных констант,
но и к появлению новых, отличных от нуля, модулей в матрице закона состояния.
Как правило, значения этих модулей не велики и определены величиной наведенных
ЭП деформаций, характером и величиной заданного вектора напряженности. Вид
матриц коэффициентов lksp  и lsp  приведен в [33].

Следуя [33, 39], введем обозначения:
,,, 44
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В новых обозначениях участвующие в (3) компоненты линеаризованных тензо-
ра , вектора d и энтропия  записываются в виде (uET = {u1, u2, u3, u4 = , u5 = T} –
расширенный вектор смещений, l, k, s, p, m = 1, 2, 3):

,, 5555,44,4555,44, uuduuu lpplpssplllkpplkpslksplk 
(9)

.55555,4555,55 uuu mmpssp 

Далее при проведении исследований используем безразмерные параметры в соот-
ветствии с [39].

Коэффициенты (6) являются материальными коэффициентами преднапряженного
ТЭУ материала, посредством которых записываются определяющие уравнения (4),
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(9), граничные условия и уравнения движения (3) преднапряженной ТЭУ среды.
Анализ их поведения позволяет проводить детальное исследование влияния начальных
воздействий различной природы на динамику ТЭУ среды. В настоящей статье
исследовано влияние незначительных тепловых воздействий. Учет больших значений
начальных температур существенно меняет свойства материала, выходит за рамки
линеаризованной теории и требует привлечения нелинейных соотношений.

Параметры НДС в силу условий (1), (2) и свойств материала определяются из
решения системы [39]:
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Здесь 0
kW  – заданные компоненты вектора напряженности начального ЭП; T =

= T1 – T0 определяет предварительный нагрев или охлаждение материала (T0 =
= 298 К).

Таким образом, 6 уравнений системы (10) связывают 6 компонент тензора на-
пряжений и вектора электрической индукции с 6-ю компонентами тензора деформаций
и вектора напряженности ЭП. Для задания НДС предусмотрены различные способы:
через задание деформаций vi вдоль осей и вектора напряженности W; через задание
напряжений Pkk, действующих вдоль осей, и вектора индукции d или напряженнос-
ти W; комбинированное задание НДС через задание деформаций vi вдоль одной оси
и условий на напряжение, действующих вдоль остальных осей. В случае комби-
нированного задания НДС напряжение Pii = P, действующее вдоль оси заданной де-
формации, как и остальные параметры, определяется из решения системы (10). По-
мимо компонент тензора напряжений и электростатического поля задается начальная
температура T. Следуя [39], рассмотрим следующие виды НДС W;,,( kkjjii PPP
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Пироэлектрики класса 3m наряду с тепловым расширением и пьезоэффектом
обладают пироэлектрическим эффектом, что позволяет изменением одних параметров
в рамках определенного НДС ослаблять или усиливать действие других параметров,
что, по сути, предоставляет возможность управлять параметрами НДС.



348

Численный анализ

Исследование влияния начальных воздействий на изменение свойств термо-
электроупругих материалов тригональной сингонии с классом симметрии 3m в
ЕС проводилось на примере пиропьезоэлектрика LiNbO3 с параметрами [34, 40]:
0 = 4700 кг/м3, с11 = 20,3·1010 Н/м2, с12 = 5,3·1010 Н/м2, с13 = 7,5·1010 Н/м2, с14 =
= 0,9·1010 Н/м2, с33 = 24,5·1010 Н/м2, с44 = 6,0·1010 Н/м2, с66 = 7,5·1010 Н/м2, e15 =
= 3,7 Кл/м2, e22 = 2,5 Кл/м2, e31 = 0,2 Кл/м2, e33 = 1,3 Кл/м2, 11/(0) = 44, 33/(0) =
= 29, q11 = q22 = 4,57·106 Н/м2/К, q33 = 4,134·106 Н/м2/К, 11 = 22 = 4,4 Вт/м/К,
33 = 4,5 Вт/м/К, р3 = –6,5·10–5 Кл/м2/К, c = 619 Дж/кг/К. Следует отметить, что
LiNbO3 – один из самых распространенных материалов симметрии 3m, который
несмотря на свою привлекательность для использования в различных приложениях,
относится к термонестабильным материалам, что делает необходимым детальное
исследование поведения его свойств при различного рода начальных воздействиях
с учетом изменения температуры.

При расчете параметров НДС (10) величину наведенных начальных деформаций
определяют механические напряжения Pii, действующие вдоль главных осей, из-
менение температуры относительно исходной T0 и компоненты вектора напряженно-
сти начального электростатического поля W. Для исследования влияния начальных
воздействий на изменение свойств материала использована лицензированная
программа расчета параметров НДС для ТЭУ материалов 3m [41], позволяющая
рассчитывать в соответствии с (5)–(9) все константы компонент линеаризованных
тензоров напряжений Пиолы и Пиолы – Максвелла, вектора индукции, потока тепла
и энтропии в зависимости от вида, величины и способа задания НДС.

Влияние механических напряжений
и температуры на материальные константы

На рис. 1–3 приведено поведение упругих (рис. 1а–г, рис. 3а) и пьезоэлектри-
ческих (рис. 2а, б, рис. 3б) модулей в зависимости от величины начальных механи-
ческих напряжений P11 = P в рамках НДС 1x1T

±.

–0,2      –0,1         0          0,1         P

б)

–0,2      –0,1          0          0,1         P

г)2332

iiii

–0,2      –0,1          0          0,1         P
0,2

0,6

1,0

1,4 3333

2222

1111

iij j

0,16
0,22

0,28
0,34
0,40

2233 1133

1122

а)

–0,2       –0,1          0          0,1         P

ijij

0,24
0,26
0,28

0,30

0,32

1313

2323

в)

ijji

0,24
0,26
0,28
0,30
0,32

Рис. 1. Влияние механических напряжений и температуры на поведение
упругих модулей iii i, iijj, iji j, ijji преднапряженного ТЭУ материала

1331
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Сплошная, штрихпунктирная и штриховая линии на рис. 1–3 отвечают значениям
 = 0, 0,04, –0,04 ( = 0,04 соответствует изменению температуры на 12° вне зоны
фазовых переходов). Компоненты lksp, приведенные на рис. 1–3, участвуют при
расчете скоростей как ОВ, так и ПАВ в преднапряженном ТЭУ материале.

Из представлений (5), (6), (8) следует, что компоненты 1111, 2223, 3333 (см.
рис. 1а) в ЕС соответствуют c11, c22 = c11, c33; компоненты 1122, 1133, 2233 (см.
рис. 1б) – c12, c13, c23 = c13; 1313, 2323, 1331, 2332 (см. рис. 1в, г) отвечают в ЕС
одной константе c44. Из рисунков следует, что определяющим фактором в изменении
модулей являются механические напряжения, наличие температуры либо увеличивает
(штрихпунктирные линии), либо уменьшает (штриховые линии) их значения.
Максимальным изменениям в рамках НДС 1х1 подвержены 1111 и 1331, что в
физическом плане повлечет изменение скоростей рэлеевской, распространяющейся
в направлении х1, волны и сдвиговой, поляризованной в плоскости х1Ох3, ПАВ.

На рис. 2 показано изменение пьезоэлектрических свойств материала ii43 (1143,
2243 в ЕС e31, e32, рис. 2а) и ij4j (3242, 3141 в ЕС e15, рис. 2б) в зависимости от на-
пряжений и температуры.

На рис. 3 приведена зависимость характерных для пиропьезоэлектриков триго-
нальной сингонии с классом симметрии 3m упругих 1123, 1321 (в ЕС c14, рис. 3а)
и пьезоэлектрических 1241, 2141 (в ЕС e22, рис. 3б) модулей от напряжений и тем-
пературы.

Из сравнения рис. 1–3 видно, что определяющим в изменении как упругих, так
и пьезоэлектрических свойств преднапряженного ТЭУ материала является характер
и величина механического воздействия. Влияние начальной температуры достаточно
велико, но сказывается лишь на значениях модулей, сохраняя их качественное
поведение.
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Рис. 2. Влияние механических напряжений и температуры на поведение
пьезоэлектрических модулей преднапряженного ТЭУ материала

Рис. 3. Влияние механических напряжений и температуры
на поведение упругих и пьезоэлектрических модулей
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Влияние электростатического поля на материальные константы

Рисунок 4 иллюстрирует изменение упругих, а рис. 5 – изменение пьезоэлект-
рических свойств материала в зависимости от наведенной за счет ЭП в НДС 1x1
деформации v1 = v. Сплошными линиями на рис. 4 и 5 отмечены константы в
отсутствие поля (кривые 1), штриховыми линиями – в 

311 Wx  (кривые 2) и 


311 Wx
(кривые 3), длинными штриховыми линиями – в   

211 Wx  (кривые 4) и 


211 Wx  (кривые
5), штрихпунктирными линиями – в разнополярных ЭП 


2311 Wx  (кривые 6) и 

2311 Wx
(кривые 7), пунктирными линиями – в однополярных ЭП 


2311 Wx  (кривые 8) и 


2311 Wx

(кривые 9). В представленных на рисунках НДС значения компонент вектора на-
пряженности 1,000

3
0

2  WWW  соответствуют напряженности порядка 1·106 В/м.
На рис. 4 представлено поведение модулей 2222, 3333 (в ЕС c22 = c11, c33, рис. 4а, б),
1122, 2332 (в ЕС c12, c44, рис. 4в, г) и 2223, 3211 (в ЕС c14, рис. 4д, е).

Поведение представленных на рис. 4 модулей с учетом обозначений (8)
определено свойствами материала в ЕС, формулами для 

  lksplkspc ,  (5), (6), характеромм
деформаций как вдоль х1, так и вдоль х2 и х3 (рис. 4а–е [39]), наведенных в пред-
напряженном материале в рамках рассматриваемых НДС, и величиной напряжений,
создающих эту деформацию при различных видах электростатических воздействий
(рис. 2а в [39]). Следует отметить, что наличие преднагрева в некоторых случаях
может привести к изменению допустимого диапазона деформаций, становится
актуальным вопрос внутренней устойчивости материала.
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Рис. 4. Влияние электростатического поля на изменение упругих констант
преднапряженного ТЭУ материала в рамках одноосного НДС 1x1
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На рис. 5 показано поведение пьезоэлектрических модулей 3343, 2242 (в ЕС
e33, e32, рис. 5а, б) и 2342, 3242 (в ЕС e15, рис. 5в, г) в зависимости от наведенной
вдоль х1 деформации.

Как и в предыдущем случае, поведение пьезоэлектрических модулей с учетом
обозначений (8) определено свойствами материала в ЕС, формулами для  lsplspe , ,
(5), (7), характером деформаций вдоль главных осей, наведенных в преднапряженном
материале, и величиной напряжений, создающих эту деформацию при различных
видах электростатических воздействий, в рамках рассматриваемых НДС. Как следует
из рисунков, действие ЭП приводит к значительным изменениям величины как
упругих, так и пьезоэлектрических констант, не меняя их качественного поведения,
определяемого характером механических воздействий. В отличие от НДС ,1 31

Wx
,1,1,1 23123121

 WxWxWx которые весьма существенно могут влиять на изменение
значения одних модулей и в меньшей степени на значение других (см. рис. 4а–в,
рис. 5а, б), НДС 


231231 1,1 WxWx  максимально влияют на изменение значений как

упругих, так и пьезоэлектрических модулей преднапряженного материала.

Заключение

Исследована линеаризованная модель пиропьезоэлектрика класса симметрии
3m тригональной сингонии, подверженной начальным механическим, тепловым и
электростатическим воздействиям. Полагается, что наведенное в материале начально-
деформированное состояние однородно, начальные тепловые воздействия не пре-
вышают температуры фазовых переходов, начальное электростатическое поле задано
вектором напряженности. В рамках сделанных предположений исследовано раз-
дельное и совместное влияние вида и величины начальных воздействий различной
физической природы на упругие и пьезоэлектрические свойства материала. Показано,
что определяющее влияние на изменение материальных констант оказывает характер
механических воздействий, влияние которых на упругие и пьезоэлектрические конс-
танты является нелинейным и различным по величине. Тепловое воздействие при-

Рис. 5. Влияние внешнего электростатического поля на пьезоэлектрические модули
преднапряженного материала в рамках одноосного НДС 1x1
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водит к количественным изменениям величины констант, не меняя их качественного
характера, что способствует усилению или ослаблению влияния как механических,
так и электростатических воздействий. Более сложно влияние ЭП: действие различных
видов ЭП наводит в материале напряжения и деформации, определяемые величиной
и направленностью вектора напряженности. При совместном механическом и
электростатическом воздействии наличие начального электростатического поля
большой напряженности приводит к качественным изменениям характера деформаций
и, как следствие, к значительным изменениям свойств преднапряженного материала,
что дает возможность управления ЭП свойствами ТЭУ материалов.
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The article studies the previously proposed model of a prestressed thermoelectroelastic medium
of class 3m trigonal syngony under the action of initial mechanical stresses, an electrostatic
field at a given temperature. The model is based on linearized constitutive relations constructed
within the framework of sequential linearization of nonlinear equations of continuous medium
electrodynamics. Linearization is carried out within the framework of superimposing small
deformations on final ones with preservation of high-order terms in the equation of state.
When constructing a model based on the use of linearized constitutive relations, it is taken into
account that it is impossible to use the Voigt notation, which is usual for the natural state, in
this case. Within the framework of this model, the behavior of the material constants of a
thermoelectroelastic medium of class 3m trigonal syngony is studied. It is shown that, unlike
electrical and mechanical effects, the thermal factor linearly affects the constants: preheating
leads to an increase in the elastic constants, cooling – to their decrease. The effect on the
piezoelectric constants is also linear, but more complex: some constants increase, others
decrease. In this case, the possibility of using the Voigt notation, which is usual for the natural
state, is preserved. Mechanical and electrical effects lead to the separation of constants
coinciding in the natural state; in this case, the use of the Voigt notation, which is usual for the
natural state, is impossible. The decomposed constants depend nonlinearly on mechanical
stresses, but linearly on the electrostatic field. The nature and magnitude of the change in the
constants depend both on the type of mechanical action and on the polarity of the electrostatic
field. It should be noted that in this work, the effect of minor thermal effects was investigated.
The effect of high initial temperatures significantly changes the properties of the material, but
goes beyond the linearized theory and requires the use of nonlinear relationships.

Keywords: thermoelectroelasticity, prestressed thermoelectroelastic medium, initial mechanical
stresses, initial electrostatic field, preheating, trigonal system, symmetry class 3m, lithium
niobate.
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