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ÓÄÊ 539.376
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ÌÅÒÀËËÎÊÎÌÏÎÇÈÒÍÛÕ ÏËÀÑÒÈÍ

ÏÐÈ ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÅÉÑß ÏÎËÇÓ×ÅÑÒÈ

Þ.Â. Íåìèðîâñêèé, À.Ï. ßíêîâñêèé

Íîâîñèáèðñê

Ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à ðàâíîíàïðÿæåííîãî àðìèðîâàíèÿ ìåòàëëîêîìïî-
çèòíûõ ïëàñòèí, íàãðóæåííûõ â ñâîåé ïëîñêîñòè è ðàáîòàþùèõ â óñëîâèÿõ
óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
ïðè ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ïîäðîáíî èññëåäîâàí ñëó÷àé ïðÿìîëè-
íåéíîãî ðàâíîíàïðÿæåííîãî àðìèðîâàíèÿ ïëîñêîé êîíñòðóêöèè âîëîêíàìè
ïåðåìåííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Ïîëó÷åíî â êâàäðàòóðàõ ðåøåíèå äëÿ êîëü-
öåâîé ïëàñòèíû, àðìèðîâàííîé ïî ðàäèàëüíî-ñèììåòðè÷íûì ëîãàðèôìè÷åñ-
êèì ñïèðàëÿì. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ðàäèàëüíî àðìèðîâàííîé
êîëüöåâîé ïëàñòèíû.

Ïðè ñîçäàíèè êîìïîçèòíûõ òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé öåëåñîîáðàçíî îñóùåñ-
òâëÿòü èõ îïòèìèçàöèþ. Îäíèì èç íàèáîëåå åñòåñòâåííûõ êðèòåðèåâ ðàöèîíàëüíîãî
ïðîåêòèðîâàíèÿ àðìèðîâàííûõ êîíñòðóêöèé ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ðàâíîíàïðÿæåííîñòè
ñèëîâûõ ýëåìåíòîâ − âîëîêîí (ïðîâîëîê) − âäîëü èõ òðàåêòîðèé, òàê êàê ïðè ýòîì
íåñóùàÿ ñïîñîáíîñòü àðìàòóðû èñïîëüçóåòñÿ íàèáîëåå ïîëíî.

Ïðè äëèòåëüíîé ýêñïëóàòàöèè èçäåëèÿ â ñëó÷àå ñòàòè÷åñêîãî òåðìîñèëîâîãî
íàãðóæåíèÿ ïîäàâëÿþùóþ ÷àñòü âðåìåíè ìåòàëëîêîìïîçèòíàÿ êîíñòðóêöèÿ ðàáî-
òàåò â óñëîâèÿõ óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè [1], ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîá-
ëåìà ðàâíîíàïðÿæåííîãî àðìèðîâàíèÿ òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé ïðè óñòàíîâèâ-
øåéñÿ ïîëçó÷åñòè âñåõ ôàç êîìïîçèöèè. Èçó÷åíèþ ýòîãî âîïðîñà ïðèìåíèòåëüíî
ê ïëàñòèíàì, íàãðóæåííûì â ñâîåé ïëîñêîñòè, ïîñâÿùåíî íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå.

Ðàññìîòðèì ìåòàëëîêîìïîçèòíóþ ïëàñòèíó, ðàáîòàþùóþ â óñëîâèÿõ îáîá-
ùåííîãî ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, àðìèðîâàííóþ äâóìÿ ñåìåéñòâàìè
âîëîêîí (ìåòàëëè÷åñêèõ ïðîâîëîê, âîçìîæíî, èçãîòîâëåííûõ èç ðàçíûõ ìàòåðè-
àëîâ). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ê ðàññìàòðèâàåìîìó ìîìåíòó âðåìåíè äåôîðìàöèè ïîë-
çó÷åñòè ïîëó÷èëè íàñòîëüêî çíà÷èòåëüíîå ðàçâèòèå, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ íèìè ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü íà÷àëüíûìè óïðóãèìè è ïëàñòè÷åñêèì äåôîðìàöèÿìè [1]. Òîãäà çàäà÷à
ðàâíîíàïðÿæåííîãî àðìèðîâàíèÿ òàêîé êîíñòðóêöèè â óñëîâèÿõ óñòàíîâèâøåéñÿ
ïîëçó÷åñòè îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè è ñîîòíîøåíèÿìè (èñïîëüçóåòñÿ
òåîðèÿ òå÷åíèÿ è ìîäåëü àðìèðîâàííîãî ñëîÿ èç [2]):

− óðàâíåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ [1]
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− êèíåìàòè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè [1]
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 − êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ïðèâåäåííûõ ìàññîâûõ íàãðóçîê è ñêîðîñòè

äâèæåíèÿ òî÷åê ïëàñòèíû ïî íàïðàâëåíèÿì x
i
 (i = 1,  2) ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò; ρ0, ρk − îáúåìíûå ïëîòíîñòè ìàòåðèàëîâ ñâÿçóþùåãî è
àðìàòóðû k-ãî ñåìåéñòâà; Xi

0,  Xi
(k) − êîìïîíåíòû óäåëüíûõ ìàññîâûõ íàãðóçîê, äåéñ-

òâóþùèõ íà ñâÿçóþùåå è àðìàòóðó k-ãî ñåìåéñòâà;  σij, σij
0, ξij − êîìïîíåíòû òåíçîðîâ

îñðåäíåííûõ íàïðÿæåíèé, íàïðÿæåíèé â ñâÿçóþùåì è ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé
ïîëçó÷åñòè ñîîòâåòñòâåííî; σ

k
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k
 − íàïðÿæåíèå è ñêîðîñòü äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè

â k-ì ñåìåéñòâå àðìàòóðû, ñâÿçàííûå êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè gk(ξk)
(çàâèñèìîñòü gk

 ~ ξk èçâåñòíà); g0(H) − çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ êîýôôèöè-
åíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó èíòåíñèâíîñòüþ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé T è
èíòåíñèâíîñòüþ ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé H â ñâÿçóþùåì: T = g0(H)H; a − èíòåí-
ñèâíîñòü ïðîñëîåê ñâÿçóþùåãî; ωk, ψk − èíòåíñèâíîñòü è óãîë (îòñ÷èòûâàåìûé îò
íàïðàâëåíèÿ x1) àðìèðîâàíèÿ âîëîêíàìè k-ãî ñåìåéñòâà, ïðè÷åì äîëæíû âûïîë-
íÿòüñÿ ôèçè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ

;10),2,1(0 ak
k

kk -£w£=³w å (5)

ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî óêàçàííîìó èíäåêñó îò 1 äî 2; íèæíèé èíäåêñ ïî-
ñëå çàïÿòîé îçíà÷àåò ÷àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåí-
íîé xi.

Â ñëó÷àå ñòåïåííîãî çàêîíà ξ = Bσm, ñâÿçûâàþùåãî ñêîðîñòü äåôîðìàöèè ξ è
íàïðÿæåíèå σ â ìàòåðèàëå êàæäîé ôàçû êîìïîçèöèè, èìååì çàâèñèìîñòè [1]:
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,sin,cos),2,1( 212211 b=b===s+s nnipnn iii (7)

à íà äðóãîé ÷àñòè êîíòóðà (îáîçíà÷èì åå Γv) − êèíåìàòè÷åñêèå
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ðîñòè ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê êîíòóðà Γv ñîîòâåòñòâåííî;  β − óãîë âíåøíåé íîðìàëè ê
êîíòóðó.
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Γp è â êàæäîé òî÷êå ïëàñòèíû ðåàëèçîâàëîñü ïåðåêðåñòíîå àðìèðîâàíèå:
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ãäå G − îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ ïëàñòèíîé â ïëàíå.
Ïîäñòàâèì êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ (2) â âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòåé äåôîð-

ìàöèé àðìàòóðû k-ãî ñåìåéñòâà ξk èç (4), òîãäà ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ðàâíîíàïðÿæåí-
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Òàê êàê óãëû àðìèðîâàíèÿ ψk çàäàíû è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (9), òî ñèñòåìà

(10) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà,
õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ òðàåêòîðèÿìè àðìèðîâàíèÿ, à â êà÷åñòâå "íà-
÷àëüíûõ" óñëîâèé äëÿ íåå âûñòóïàþò êèíåìàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (8).
Ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è Êîøè (8), (10) õîðîøî ðàçðàáîòàíû [3, 4], ïîýòîìó
íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ýòîì âîïðîñå ïîäðîáíî. Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñè-
ñòåìà (10) óæå ïðîèíòåãðèðîâàíà (èíòåãðèðîâàíèå ïðè ýòîì âåäåòñÿ îò êîíòóðà Γv
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,)(sin)(cos)( 2,1, ·y+·y=·¶ kksk
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Ïðàâûå ÷àñòè â (12) − èçâåñòíûå ôóíêöèè, à â (11) ïðàâûå ÷àñòè èçâåñòíû ïðè
X
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 = 0. Ñèñòåìà (12) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé îòíîñèòåëüíî êîíòóðíûõ çíà÷åíèé ωk, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé â ñèëó (9) îòëè-
÷åí îò íóëÿ, ïîýòîìó èç (12) ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü êîíòóðíûå çíà÷åíèÿ
èíòåíñèâíîñòåé àðìèðîâàíèÿ
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ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé ωk, õàðàêòå-
ðèñòèêè êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ òðàåêòîðèÿìè àðìèðîâàíèÿ, à â êà÷åñòâå "íà÷àëüíûõ"
óñëîâèé äëÿ íåå âûñòóïàþò ñîîòíîøåíèÿ (14), ãäå ω
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(12). Èíòåãðèðóÿ çàäà÷ó Êîøè (11), (14) ("äâèãàÿñü" ïðè ýòîì îò êîíòóðà Γp ê êîíòóðó
Γv), îïðåäåëèì ïëîòíîñòè àðìèðîâàíèÿ ωk âî âñåé ïëàñòèíå, êîòîðûå äîëæíû óäîâ-
ëåòâîðÿòü ôèçè÷åñêèì îãðàíè÷åíèÿì (5). Åñëè íåðàâåíñòâà (5) íàðóøàþòñÿ, òî
äîáèòüñÿ èõ âûïîëíåíèÿ ìîæíî ïóòåì âàðüèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé àðìèðîâàíèÿ (óãëîâ
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ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü ðàçëè÷íûõ ïðîåêòîâ ðàâíîíàïðÿæåííîãî àðìèðîâàíèÿ.
Òàê êàê â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ íå èñïîëüçîâàëîñü óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà

ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé àðìàòóðû, òî íåïðåðûâíûå ðàâíîíàïðÿæåííûå âîëîêíà
äîëæíû èìåòü ïî äëèíå l
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k
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îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòåé Fk(lk)  (÷òî âàæíî ñ òî÷êè çðåíèÿ òåõíîëîãèè èçãîòîâëåíèÿ
àðìàòóðû äëÿ ðàöèîíàëüíîãî ïðîåêòà) ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì [5]. Óñëîâíî
âíåäðèì â ïëàñòèíó âîëîêíà ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñ ïëîùàäÿìè Fk

0  =
= const ïî çàäàííûì òðàåêòîðèÿì ñ èíòåíñèâíîñòÿìè àðìèðîâàíèÿ kw , êîòîðûå
ñâÿçàíû ñ óãëàìè ψk ðàâåíñòâàìè [5]:

.2,1,0)()( ==y¶w+w¶ kknkkksk (15)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòè óðàâíåíèÿ ïðè "íà÷àëüíîì" óñëîâèè

2,1),()( 0 =Gw=Gw kpkpk (16)

(ωk
0 èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â (14)), ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé kw (x1, x2) âî

âñåé ïëàñòèíå. Òîãäà îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ïëîùàäè ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé
ðåàëüíûõ ðàâíîíàïðÿæåííûõ âîëîêîí áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ðàâåíñòâîì [5]:

,2,1),,(/),(/)( 2121
0 =ww= kxxxxFlF kkkkk

(17)

ãäå xi
 = xi(lk) (i = 1, 2) − êîîðäèíàòû òî÷åê ïëàñòèíû âäîëü âûäåëåííîé òðàåêòîðèè

àðìèðîâàíèÿ k-ãî ñåìåéñòâà ñ åñòåñòâåííîé êîîðäèíàòîé l
k
 (k = 1, 2) âäîëü íåå.

Â [5] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè íà âñåì êîíòóðå ωk
0(Γp) > 0, òî è âî âñåé ïëàñòèíå

0),( 21 >w xxk  (k = 1, 2), ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå â (17) áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ îäíî-
çíà÷íî. (Ðåøåíèå "íà÷àëüíîé" çàäà÷è (15), (16) äëÿ êàæäîãî k ïî îòäåëüíîñòè íå
âûçûâàåò çàòðóäíåíèé [6], òàê êàê ýòî çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè, ñîâïàäàþùèìè ñ òðàåêòîðèÿìè àðìè-
ðîâàíèÿ.)
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Ñ òåõíîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íàèáîëåå óäîáíî àðìèðîâàíèå îñóùåñòâëÿòü
ïî ïðÿìîëèíåéíûì òðàåêòîðèÿì. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

.2,1,0sincos)( 2,1, ==yy+yy=y¶ kkkkkksk (18)

Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ (9) ñèñòåìà (18) ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìîé [3] è åå
îáùèé èíòåãðàë èìååò âèä

,2,1),(sin)()(cos)(sincos 0
1

0
212 =yh+yh-=y+y- kssssxx kkkk

(19)

ãäå ψ
k
0 − çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ψ

k
 íà êîíòóðå Γ

v
; η

k
 − ôóíêöèè, çàäàþùèå òî÷êè êîíòóðà

Γ
v
: x

k 
=

 
η

k
(s), k = 1, 2; s − êîîðäèíàòà âäîëü êîíòóðà.

Ïðè ïðÿìîëèíåéíîì àðìèðîâàíèè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (8), (10) ñ ó÷åòîì (9)
ìîæíî ïîñòðîèòü â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ïîñòîÿíñòâà ïðà-
âûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (10) ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâ (18) ñèñòåìó (10) ìîæíî çàïè-
ñàòü â ôîðìå èíâàðèàíòîâ Ðèìàíà [4] ñ íóëåâûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè, ïîñëå ÷åãî
ëåãêî ïîñòðîèòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (8), (10) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå (x1, x2) ∈ G:

=y+yx-y+y )sincos(sincos 2121 kkkkk xxvv (20)

,2,1)),(sin)()(cos)(()(sin)()(cos)( 0
2

0
1

00
2

00
1 =yh+yhx-y+y= kssssssvssv kkkkk

ãäå êîîðäèíàòû x1, x2 è η1, η2 ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè (19). (Â óðàâíåíèÿõ (19), (20)
ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî â ñèëó ïðÿìîëèíåéíîãî àðìèðîâàíèÿ â íèõ  ψk  ≡ ψk

0.)
Ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (11) ñ ó÷åòîì (18) óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò

âèä

[ ] ,),(,2,1),()()( 21
0

2,2
0

1,1 GxxiaXl iii
k

knkkkskkik Î=s+s--=y¶w+w¶så

îòêóäà â ñèëó âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ (9) ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü

,
)sin(

cossin
)()( 21

kjk

jj
knkkksk

XX

y-ys

y+y
=y¶w+w¶ (21)

,),(,2,1,3 21 Gxxkkj Î=-=

ãäå

.),(,2,1),( 21
0

2,2
0

1,1 GxxiaXX iiii Î=s+s--= (22)

Ñèñòåìà (21) ñ ó÷åòîì (22) çàïèñàíà â èíâàðèàíòàõ Ðèìàíà [4]. (Ñèñòåìó (11)
òàêæå âñåãäà ìîæíî çàïèñàòü â èíâàðèàíòàõ Ðèìàíà [4]. Íå áóäåì çäåñü ýòîãî äåëàòü.)
Åñëè æå X

i
 = 0, òî ñèñòåìà (21) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ îòíî-

ñèòåëüíî ωk, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿä-
êà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè, ñîâïàäàþùèìè ñ òðàåêòîðèÿìè àðìèðîâàíèÿ, è äåòàëüíî
èçó÷åíû [6]. Ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è Êîøè (14), (21) õîðîøî ðàçðàáîòàíû
[3, 4, 6], ïîýòîìó íå áóäåì ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ýòîì âîïðîñå.

Â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâûå ÷àñòè â óðàâíåíèÿõ (21) òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, èç
ñðàâíåíèÿ ñ (15) ïîëó÷àåì, ÷òî â ðàâíîíàïðÿæåííî-àðìèðîâàííîé ïëàñòèíå ïðÿìî-
ëèíåéíûå âîëîêíà èìåþò ïîñòîÿííûå ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ.
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Ðàññìîòðèì îñåñèììåòðè÷íóþ çàäà÷ó î ðàâíîíàïðÿæåííîì àðìèðîâàíèè êîëü-
öåâîé ïëàñòèíû, îãðàíè÷åííîé êîíòóðàìè ðàäèóñîâ r0, r1 (0 < r0 < r1), æåñòêî
çàêðåïëåííóþ (v

i
0 = 0) íà âíóòðåííåì êîíòóðå Γv: r = r0 è ñòàòè÷åñêè íàãðóæåííóþ

íà âíåøíåì êîíòóðå Γp: r = r1 íîðìàëüíîé íàãðóçêîé p
n
 = const. Ìàññîâàÿ Xϕ è

êîíòóðíàÿ êàñàòåëüíàÿ pτ íàãðóçêè â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè îòñóòñòâóþò, à
ðàäèàëüíàÿ ìàññîâàÿ íàãðóçêà Xr, êàê è â (1), ëèíåéíî çàâèñèò îò  ωk:

.)(1)(,0 )(
0

0 åå wr+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
w-r=== tj

k
kk

k
r

k
krr rXrXXpX

Òàê êàê íàãðóæåíèå â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè îòñóòñòâóåò, òî â ïëàñòèíó öåëåñîîá-
ðàçíî âíåäðÿòü äâà ñåìåéñòâà àðìàòóðû, âûïîëíåííîé èç îäíîãî ìàòåðèàëà (ρ1 =
= ρ2, Xr

(1) = Xr
(2), g1(ξ) = g2(ξ), â ÷àñòíîñòè, B1 = B2, m1 = m2, ñì. (6)) è óëîæåííîé ïî

ðàäèàëüíî-ñèììåòðè÷íûì òðàåêòîðèÿì (ψ1(r) = −ψ2(r),  ω1(r) = ω2(r), ãäå óãëû  ψk(r)
îòñ÷èòûâàþòñÿ îò íàïðàâëåíèÿ ïîëÿðíîãî ðàäèóñà r). Â ýòîì ñëó÷àå â ïîëÿðíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò ñêîðîñòü äåôîðìàöèè ñäâèãà ðàâíà íóëþ (ξrϕ = 0) è îäíî èç
óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (à èìåííî, â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñ-
òâåííî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëàñòèíà àðìèðîâàíà ïî ëîãàðèôìè÷åñêèì ñïèðàëÿì (ψ1(r) =
= −ψ2(r) = const ≠ ±π/2). Èñïîëüçóÿ êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ â ïîëÿðíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò [1]

,
)(

)(,
)(

)(
r

rv
r

dr

rdv
r rr

rr =x=x jj (23)

ãäå v
r
 − ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé òî÷åê ïëàñòèíû, âìåñòî

ñèñòåìû (10) èç óñëîâèÿ ðàâíîíàïðÿæåííîñòè àðìàòóðû (ñì. (4)) ñ ó÷åòîì ξrϕ =  0
ïîëó÷èì îäíî óðàâíåíèå

const),const,(constsincos 121211
2

1
2 =y-=y=x=x=x=y+y

r

v

dr

dv rr

èç êîòîðîãî ñ ó÷åòîì êèíåìàòè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ vr(r0) = vr
0 = 0 îïðåäåëÿåì

.consttg),)/(1()( 1
21

01 =y-=b-x= b-rrrrvr
(24)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (23), (24), âû÷èñëèì ñêîðîñòè äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè:

).)/(1(),)/(1( 1
01

1
01

b-
jj

b- -x=xb-x=x rrrrrr (25)

Ïîäñòàâëÿÿ ξrr ,  ξϕϕ  èç (25) è  ξrϕ = 0 â âûðàæåíèÿ äëÿ H è σrr
0,  σϕϕ

0, àíàëîãè÷íûå
(4), áóäåì èìåòü:

,))/(1())/(1)()/(1())/(1(2)( 21
0

1
0

1
0

21
01

b-b-b-b- -+-b-+b-x= rrrrrrrrrH

),)/)(21(3())((2)( 1
001

0 b-b+-x=s rrrHgrrr
(26)

.),)/)(2(3())((2)( 10
1

001
0 rrrrrrHgr ££b+-x=s b-
jj

Èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, àíàëîãè÷íûõ (3), ñ ó÷åòîì (26) è ψ1 = −ψ2,
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ω1 = ω2, ïîëó÷àåì îñðåäíåííûå íàïðÿæåíèÿ

,sin)(2)()(,cos)(2)()( 1
2

11
0

1
2

11
0 yws+s=syws+s=s jjjj rrarrrar rrrr (27)

êîòîðûå ïîäñòàâèì â îñòàâøååñÿ óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ [1] (â ðàäèàëüíîì íàïðà-
âëåíèè)

,)(2)21()( 11
)1(

10
0 wr-w-r-=

s-s
+

s jj rXrX
rdr

d
rr

rrrr

è ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

),()()( 1
1 rcrrb

dr
d

-w-=
w

(28)

ãäå

,
cos

)()(1
)(

1
2

1

0
)0(

1
)1(

ys

r-r
+

b+
=

rXrX

r
rb rr

,)(
cos2
1

)(
000

0
)0(

1
2

1 ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ s-s
+

s
+r

ys
= jj

rdr

d
arXrc rrrr

r

b(r), c(r) ñ ó÷åòîì (26) − èçâåñòíûå ôóíêöèè.
Èç ñòàòè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà âíåøíåì êîíòóðå ïëàñòèíû (r = r1) ñ

ó÷åòîì ïåðâîãî ðàâåíñòâà (27) èìååì

.,))((
cos2

1
)( 0

1
0
21

0

1
2

1
11

0
1 w=ws-

ys
=w=w rapr rrn (29)

Èíòåãðèðóÿ çàäà÷ó Êîøè (28), (29) (ñì. [7]), îïðåäåëèì èíòåíñèâíîñòü àðìèðîâàíèÿ
âî âñåé ïëàñòèíå:

ò òò ú
û

ù
ê
ë

é
rr+rrw=w

11

.)(exp)()(exp)(
0
11

r

r

s

r

r

r

dsdbscdbr (30)

Òàêèì îáðàçîì, â èññëåäóåìîì ñëó÷àå ðàâíîíàïðÿæåííîãî àðìèðîâàíèÿ êîëü-
öåâîé ïëàñòèíû ïî ëîãàðèôìè÷åñêèì ñïèðàëÿì ðåøåíèå çàäà÷è óäàåòñÿ ïîëó÷èòü
â êâàäðàòóðàõ.

Èç âñåõ ïðÿìîëèíåéíûõ è ñïèðàëüíûõ ñòðóêòóð àðìèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
êîëüöåâîé ïëàñòèíû îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò ðàäèàëüíîå àðìèðîâàíèå (ψ1(r) =
= ψ2(r) = 0), òàê êàê ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ åùå îäíî óñëîâèå ðàöèî-
íàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ − àðìèðîâàíèå ïî íàïðàâëåíèÿì ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé.
Â ýòîì ñëó÷àå îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ðàâåíñòâà (23)−(30), â êîòîðûõ ñëåäóåò
ïðèíÿòü ψ1 = β = 0, ïðè÷åì äëÿ H è ω1 (ïðè X

r
 = 0) ïîëó÷àåì ñóùåñòâåííî áîëåå

ïðîñòûå âûðàæåíèÿ

;,
3

132)( 102

2
00

1 rrr
r

r

r

r
rH ££+-x=



77

.0),()(,)()(
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1
)( 12

00

1

0
11

1

1
1

)( =w=w
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
rrs-rrs

s
+

w
=w ò jj r

r

r

r

rrr Xrrdaa
rr

r
r   (31)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðàäèàëüíî àðìèðîâàííóþ êîëüöåâóþ ïëàñòèíó
ñ õàðàêòåðèñòèêàìè: r0 = 0,2 ì, r1 = 0,5 ì, pn = 50 ÌÏà, a = 0,3, ρ0 = 8940 êã/ì3,
ρ1 = 7800 êã/ì3, m0 = 2,16, B0 = 3,19.10−8 (ÌÏà)−m0.÷−1, m1 = 6,24, B1 =
= 6,32.10−21 (ÌÏà)−m1.÷−1 (õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëîâ êîìïîçèöèè ñîîòâåòñòâóþò
ìåäíîé ïëàñòèíå, àðìèðîâàííîé ñòàëüíîé ïðîâîëîêîé [8, 9]).

Îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ïëîùàäè ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé àðìàòóðû îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïî-ïðåæíåìó ðàâåíñòâàìè (15)−(17), ïðè÷åì ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (15),
(16) â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ïðè ðàäèàëüíîì àðìèðîâàíèè èìååò âèä [5]:

.),()(,/)( 1012
0
111 rrrrrrrr ££w=ww=w (32)

Èç ñðàâíåíèÿ (31), (32) âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ ω1(r) îòëè÷àåòñÿ îò  )(1 rw  ëèøü âòîðûì
ñëàãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè (31). Åñëè ýòî ñëàãàåìîå ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì
(íàïðèìåð, â ñèëó ìàëîñòè îòíîøåíèÿ B1/B0), òî ω1(r) ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò )(1 rw  è
â ñèëó (17) ïëîùàäü ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé âîëîêîí èçìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Ýòîò
âûâîä ñïðàâåäëèâ è äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèÿìè (21),
(22), êîãäà ïðàâûå ÷àñòè â (21) − ìàëûå âåëè÷èíû (íàïðèìåð, â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ
èëè ìàëîñòè ïî ìîäóëþ ìàññîâîé íàãðóçêè: )( || 0

iji OX s» , i, j  = 1, 2, ñð. ïðè ýòîì
(21) ñ óðàâíåíèÿìè (15)).

Íà ðèñ. 1 è 2 èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè 2ω1(r) è f(r) = F1(r)/F1
0 ñîîòâåòñòâåííî.

Êðèâûå 1, 1' ðàññ÷èòàíû ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâîé ðàäèàëüíîé íàãðóçêè (Xr = 0), à
ëèíèè 2,  2' − ïðè Xr

0 = Xr
(0) = rω2,  ω = 100 ðàä/ñ (âðàùåíèå äèñêà ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ

ω). Êðîìå òîãî, êðèâûå 1, 2 ïîëó÷åíû ïðè çíà÷åíèè íàïðÿæåíèÿ â ðàâíîíàïðÿæåííîé
àðìàòóðå σ1 = 200 ÌÏà, à ëèíèè 1', 2' − ïðè σ1 = 300 ÌÏà.

Êðèâàÿ 1 íà ðèñ. 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâîé íàãðóçêè ïëî-
ùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ âîëîêîí ïî äëèíå òðàåêòîðèè àðìèðîâàíèÿ èçìåíÿ-
åòñÿ ìåíåå ÷åì íà 2,5% (ëèíåéíûé ïîïåðå÷íûé ðàçìåð âîëîêîí èçìåíÿåòñÿ ìåíåå
÷åì íà 1,3%). Ýòî ïîäòâåðæäàåò ñäåëàííûé âûøå òåîðåòè÷åñêèé âûâîä: ïðè
ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè òàêîãî ïðîåêòà ìîæíî èñïîëüçîâàòü âîëîêíà ïîñòî-
ÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Ëèíèè æå 2, 1', 2' íà ýòîì ðèñóíêå óêàçûâàþò íà
òî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè ìàññîâîé íàãðóçêè èëè ïðè áîëüøèõ
íàïðÿæåíèÿõ â àðìàòóðå, âûçûâàþùèõ áîëüøèå ñêîðîñòè äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè
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è íàïðÿæåíèé â ñâÿçóþùåì, ïëîùàäü ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé âîëîêîí ìîæåò èçìå-
íÿòüñÿ çíà÷èòåëüíî (ñîîòâåòñòâåííî íà 17,9, 10, 31,1% äëÿ ýòèõ êðèâûõ; ëèíåé-
íûé ïîïåðå÷íûé ðàçìåð âîëîêîí â ýòèõ ñëó÷àÿõ èçìåíÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî íà
8,6, 4,9, 14,5%).

Ñðàâíåíèå êðèâûõ 1, 2 ñ 1', 2' íà ðèñ. 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ
íàïðÿæåíèé â àðìàòóðå â 1,5 ðàçà âûçûâàåò ýêîíîìèþ ðàñõîäà àðìàòóðû ïî÷òè â 2
ðàçà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 07-08-00152-à).
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EQUAL-STRESSED REINFORCING OF METALLIC-COMPOSITE PLATES
AT THE STREADY CREEP

Yu. V. Nemirovskiy, A. P. Yankovskiy

The problem of equal-stressed reinforcing of metallic-composite plates loaded in their plane and working
in conditions of steady creep is formulated. The method of the decision of the problem in view is developed
under the mixed boundary conditions. The case of rectilinear equal-stressed reinforcing of a flat design
by fibres of variable cross-section is investigated in detail. The decision for the ring plate reinforced on
radially-symmetric logarithmic spirals is received in quadratures. Results of the calculation for radially
reinforced ring plate are analysed.


