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Исследуется задача о равновесии нормально нагруженной упругой по-
логой прямоугольной в плане круговой цилиндрической оболочки, кото-
рая содержит источники внутренних напряжений в виде полей непрерывно
распределенных краевых дислокаций и клиновых дисклинаций или другие
источники, например, тепловые. На основе модифицированной системы
уравнений Кармана равновесия упругой пластины с дислокациями и дискли-
нациями построена система нелинейных уравнений равновесия оболочки.
Полученная система уравнений отличается от системы уравнений Кармана
равновесия упругой пологой цилиндрической оболочки, находящейся под
действием нормальной нагрузки, наличием в правой части уравнения нераз-
рывности ненулевой функции, называемой функцией несовместности, ко-
торая выражается через плотности краевых дислокаций и клиновых дискли-
наций. Края оболочки свободно защемлены или подвижно шарнирно опер-
ты. В случае отсутствия внутренних источников напряжений эта система
переходит в систему уравнений равновесия пологой оболочки, а при беско-
нечно большом радиусе кривизны (и наличии внутренних источников на-
пряжений) – в модифицированную систему уравнений Кармана равновесия
гибкой упругой пластины с дислокациями и дисклинациями. Для решения
системы нелинейных уравнений равновесия оболочки предлагается метод
Ньютона – Канторовича в сочетании с разностным методом. Для случая ма-
лых значений нормальной нагрузки и малых значений функции несовме-
стности проводится линеаризация относительно прогиба и функции напря-
жений. В результате этого получена линейная краевая задача в виде сис-
темы дифференциальных уравнений относительно прогиба и функции на-
пряжений, которая решается разностным методом. Решение линеаризо-
ванной системы используется в качестве начального приближения в реализа-
ции метода Ньютона – Канторовича. Приведены результаты численных рас-
четов прогиба и функции напряжений для заданных значений нормальной
нагрузки и функции несовместности.

Ключевые слова: упругая пологая круговая цилиндрическая оболочка,
равновесие, внутренние напряжения, дислокации и дисклинации, метод Нью-
тона – Канторовича.
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Введение

В статье Л.М. Зубова [1] построена модификация системы нелинейных уравнений
Кармана для упругих пластин с дислокациями и дисклинациями и исследована задача
об изгибе тонкой пластины (мембраны), свободной от внешних нагрузок, с учетом
релаксации внутренних напряжений, обусловленных дефектами. В [2] рассматри-
ваются бесконечно малые деформации пластины из гиперупругих материалов с
учетом неоднородно распределенных начальных напряжений. В исследовании [3]
представлено движение дислокаций, их скольжение и подъем, приводящие к ми-
грации границ зерен в монослое дисульфида вольфрама. В статье [4] сообщается о
непосредственном наблюдении дислокаций в базальной плоскости в отдельно сто-
ящем двухслойном графене с помощью просвечивающей электронной микроскопии
и их детальном исследовании с помощью дифракционно-контрастного анализа и
атомистического моделирования. Выявлена выраженная деформация двухслойной
графеновой мембраны, которая является прямым результатом аккомодации напря-
жения. В рамках классической модели Кирхгофа – Лява в [5] рассмотрено напря-
женное состояние тонкой линейно-упругой оболочки, содержащей как изолирован-
ные, так и непрерывно распределенные дислокации и дисклинации, решен ряд задач
о дислокациях и дисклинациях в замкнутой сферической оболочке. В статье [6]
обсуждаются изгибные деформации трехслойной пластины с учетом поверхностных
и межфазных напряжений. Рассмотрены теория сдвиговой деформации пластины
первого порядка, модель поверхностных напряжений Гуртина – Мердока и выведены
формулы для параметров жесткости пластины. В [7] обсуждается проблема соб-
ственных напряжений, вызванных распределенными дислокациями и дисклинациями
в полой твердой сфере из линейно-упругого изотропного микрополярного материала.
В [8] рассмотрена задача о собственных напряжениях, обусловленных распреде-
ленными краевыми и винтовыми дислокациями в полой нелинейно-упругой сфере.
В [9] для нелинейных оболочек Кирхгофа – Лява с источниками неоднородности,
возникающими из-за распределения топологических дефектов, таких, как дислокации
и дисклинации, и метрических аномалий, таких, как точечные дефекты, термические
деформации и биологический рост, обсуждаются уравнения несовместности де-
формаций. В [10] сформулирована теория нелинейного деформирования упругих
оболочек Коссера с непрерывно распределенными дислокациями и дисклинациями.
В статье [11] исследуется выпучивание и послекритическое поведение неравномерно
сжатой пластины с дислокациями и дисклинациями. В [12] рассматривается задача
об асимптотическом интегрировании модифицированной системы нелинейных урав-
нений Кармана равновесия продольно сжатой удлиненной упругой прямоуголь-
ной пластины с дислокациями и дисклинациями, лежащей на упругом основании. В
статье [13] рассматривается задача о влиянии начальных несовершенств в виде малых
поперечных нагрузок на потерю устойчивости и послекритическое поведение сжатой
упругой прямоугольной пластины с дислокациями и дисклинациями, лежащей на
нелинейно-упругом основании. В настоящей статье выводятся уравнения равновесия
поперечно нагруженной упругой пологой прямоугольной в плане круговой цилиндри-
ческой оболочки, содержащей источники внутренних напряжений в виде полей не-
прерывно распределенных краевых дислокаций и клиновых дисклинаций. Для
решения системы нелинейных уравнений равновесия оболочки предлагается метод
Ньютона – Канторовича в сочетании с разностным методом. Для случая малых значе-
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ний нормальной нагрузки и малых значений функции несовместности проводится
линеаризация относительно прогиба и функции напряжений.

1. Вывод уравнений равновесия пологой оболочки

Построим уравнения равновесия упругой пологой круговой цилиндрической
прямоугольной в плане оболочки, содержащей поля непрерывно распределенных
краевых дислокаций и клиновых дисклинаций, находящейся под действием
поперечного давления p. Для вывода уравнений равновесия цилиндрической
оболочки используем результаты статьи Л.М. Зубова [1]. Рассмотрим соотношения
теории Кармана гибких упругих пластин из [1, 14–16]:
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Здесь  – двумерный набла-оператор, T – тензор мембранных усилий, M – тензор
изгибающих моментов, w – прогиб пластины, u – вектор перемещений в плоскости
пластины, p – поперечная нагрузка, H – тензор деформаций,  – линейный двумерный
тензор деформации, L – тензор изгиба-кручения, E – модуль Юнга,  – коэффициент
Пуассона, h – толщина пластины, D – цилиндрическая жесткость, g – двумерный
единичный тензор. Все тензоры в (1)–(3) являются плоскими. Значения сил и момен-
тов сил в уравнениях являются удельными на единицу длины.

Введем обозначения для компонентов тензора деформации срединного слоя H =
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Пусть цилиндрическая оболочка в плане занимает область 0 < x < a, 0 < y < b
и имеет радиус кривизны R по оси y. Вектор перемещений имеет вид (u, v, w), где
v – обозначает тангенциальное перемещение (по оси y) точки срединного слоя
оболочки при изгибе, w – прогиб оболочки, тогда деформация по оси y имеет
поправку –w/R и выражается формулой [14]:
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поэтому тензор деформации срединного слоя (3) для оболочки запишется в виде
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Связь (2) тензора мембранных усилий оболочки T с тензором деформации средин-
ного слоя оболочки H остается той же самой. Кроме этого, во втором уравнении (1)
учтем проекцию мембранного усилия T2 на ось z, которая равна T2/R:
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Приведем полученное в [1] уравнение несовместности деформаций для пластины
с дислокациями и дисклинациями:

,)(  εee (6)

где  = .e. +  называется мерой несовместности, а  и  – соответственно за-
данные плотность краевых дислокаций и плотность клиновых дисклинаций, e – дис-
криминантный тензор на плоскости [1]. Следуя [1], выпишем выражение тензора
усилий T через функцию напряжений Эри F:

.












xxxy

xyyy

FF
FF

T (7)

Это выражение тождественно удовлетворяет первому уравнению из (1). Здесь и да-
лее нижний индекс обозначает частную производную по соответствующей пере-
менной. Из первого уравнения в (2) находим выражение тензора деформаций сре-
динной поверхности оболочки через мембранные усилия оболочки [1]:
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тывая (7), (8), получим уравнение несовместности деформаций в виде
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Из уравнения (5) с учетом (2) и (8) получим
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В уравнениях (9), (10)  – оператор Лапласа, [F, w] = Fxxwyy + Fyywxx – 2Fxywxy.
Система уравнений (9), (10) при  = 0 и R =  переходит в систему уравнений Кар-
мана для упругой пластины. При   0 и R =  система переходит в модифициро-
ванную систему уравнений Кармана для пластины с дислокациями и дисклинаци-
ями, полученную в статье [1].

Систему нелинейных уравнений (9), (10) рассмотрим с краевыми условиями
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Здесь условия 1) для прогиба w соответствуют случаю свободного защемления
краев оболочки, а условия 2) отвечают условиям подвижного шарнирного опирания
краев. Индекс n в (11) обозначает производную по нормали. Переходя к безразмерным
переменным по формулам x = ax1, y = by1, 2 = 12(1 – 2), w(x, y) = (x1, y1)h/,
F(x, y) = Df (x1, y1),  p = DPh/(b4), R = ra2/h,  = b2/a2, ,/ )( 422 bh   получим
систему уравнений в области  = {(x1, y1) :0 < x1 < 1, 0 < y1 <1} и краевые условия

,
2

],[,, 1111

2
2

2
2 ][ 








  r

fPf
r
f xxxx (12)

,2,,,)()()(
1111111111111111

][2
yxyxxxyyyyxxxxyy ffff  

.0,0)2;0)1  nnnn ff (13)



325

Предположим, что поперечная нагрузка P и функция несовместности   малы,
то есть обусловленные ими прогиб и напряжения малы. Тогда в результате линеа-
ризации системы (12) получим систему линейных дифференциальных уравнений
равновесия
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Из анализа систем (12) и (14) следует, что при отсутствии нормальной нагрузки и
внутренних источников напряжений системы (12), (14) с краевыми условиями (13)
имеют тривиальное решение  = 0,  f = 0. Линейную краевую задачу (12) с условиями
(13) можно решить разностным методом [17].

Пусть E2 – гильбертово пространство – замыкание множества вектор-функций
f = ( f1, f2) с нормой, определяемой скалярным произведением
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E1 – замыкание линейного множества бесконечно дифференцируемых в прямоуголь-
ной области  вектор-функций u = (w, F), v = (w1, F1), …, удовлетворяющих крае-
вым условиям w = wn = F = Fn = 0 или w = wnn = F = Fn = 0 на границе прямо-
угольника , с конечной нормой, порожденной скалярным произведением
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Считая функции P,   достаточно гладкими в области , запишем краевую задачу
(12), (13) как нелинейное операторное уравнение
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Из публикаций И.И. Воровича [18], Н.Ф. Морозова [19] следует, что оператор F

действует из пространства E1 в E2. Пусть 
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методом Ньютона – Канторовича [20] в сочетании с разностным методом [17]:
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– производная Фреше оператора F в точке un. В качестве начального приближения
при решении задачи (12), (13) методом Ньютона – Канторовича предлагается решение
линейной задачи (14) с краевыми условиями (13). Отметим, что применение метода
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Ньютона – Канторовича для решения краевых задач для пологих оболочек и пластин
обсуждались в монографии И.И. Воровича [18], в которой приведено доказательство
теоремы о сходимости для краевой задачи о равновесии поперечно нагруженной
изотропной однородной пластины с однородными краевыми условиями. В настоящей
статье не проводится исследование условий сходимости метода Ньютона – Канто-
ровича (16) при заданных функциях P, .

2. Результаты численных расчетов

Приведем пример решения линейной краевой задачи (13), (14) разностным ме-
тодом и сходимости метода Ньютона – Канторовича (16) в сочетании с разностным
методом для задачи (12) с краевыми условиями (13).

Пример 1 . Рассмотрим задачи (12) и (14) в области 0 < x < 1, 0 < y < 1 с
краевыми условиями  = n = 0,  f  =  fn = 0 при заданных условиях:  = 1 (квадратная
в плане оболочка), P = 500, ,300  r = 10. В результате применения разностногоо
метода к уравнениям (14) получены функция прогиба  и функция напряжений  f ,
графики которых представлены ни рис. 1. Для нелинейных уравнений (12) при тех
же краевых условиях и исходных данных методом Ньютона – Канторовича получено
решение (1, f1), для которого в качестве начальных значений были приняты функции
 и  f . Решение (1, f1) нелинейной задачи (12) отличается от решения (, f ) линей-
ной задачи незначительно: при 0 < x < 1, 0 < y < 1 max |1(x, y) – 2(x, y) | = 0,014,
max | f1(x, y) – f2(x, y) | = 0,035.

Заключение

Выведены уравнения равновесия поперечно нагруженной упругой пологой прямо-
угольной в плане круговой цилиндрической оболочки с дислокациями и дисклина-
циями. Для случая малых значений нормальной нагрузки и малых значений функции
несовместности с помощью линеаризации получена система линейных уравнений
относительно прогиба и функции напряжений, которая решается разностным методом.
Для решения системы нелинейных уравнений предложен метод Ньютона – Канторовича
в сочетании с разностным методом, при этом за начальное приближение принято реше-
ние линеаризованной задачи.

Рис. 1. Функция прогиба  (a), функция напряжений f (б)
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We consider the problem of the equilibrium of a normally loaded elastic shallow rectangular
circular cylindrical shell, which contains sources of internal stress in the form of fields of
continuously distributed edge dislocations and wedge disclinations or other sources, for
example, thermal ones. Based on the modified system of Karman equations for the equilibrium
of an elastic plate with dislocations and disclinations, a system of nonlinear equilibrium equations
for the shell was constructed. The resulting system of equations differs from the Karman
system of equilibrium equations for an elastic shallow cylindrical shell under the action of a
normal load by the presence on the right side of the continuity equation of a nonzero function,
called the incompatibility function, which is expressed through the densities of edge dislocations
and wedge disclinations. The edges of the shell are freely clamped or hinged. In the absence of
internal stress sources, this system transforms into a system of equilibrium equations for a
shallow shell, and in the case of an infinitely large radius of curvature (and the presence of
internal stress sources) into a modified system of Karman equilibrium equations for a flexible
elastic plate with dislocations and disclinations. To solve the system of nonlinear shell
equilibrium equations, the Newton – Kantorovich method in combination with the difference
method is proposed. For the case of small values of the normal load and small values of the
incompatibility function, linearization is carried out with respect to the deflection and stress
function. As a result, a linear boundary value problem was obtained in the form of a system of
differential equations for the deflection and the stress function, which is solved by the difference
method. The solution of the linearized system is used as an initial approximation in the
implementation of the Newton – Kantorovich method. Examples of numerical calculations of
deflection and stress function for given values of normal load and incompatibility function are
given, and corresponding graphs are constructed.

Keywords: shallow circular cylindrical shell, equilibrium, internal stresses, dislocations and
disclinations, Newton – Kantorovich method.


