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При помощи интегральных преобразований Фурье, примененных к
интегральным уравнениям, получены точные решения пространственных
задач о полном контакте трансверсально изотропного слоя с жесткой двояко-
периодической синусоидальной поверхностью. Одна грань слоя подчинена
условиям скользящей или жесткой заделки, а плоскости изотропии параллель-
ны граням слоя. Доказано, что полный контакт по всей грани слоя осущест-
вим всегда, кроме вырожденного случая изотропного несжимаемого слоя,
одна грань которого жестко заделана. Показано, что полный контакт ре-
ализуем и для случая перпендикулярных граням слоя плоскостей изотропии
при скользящей заделке одной грани. Рассмотрены задачи частичного кон-
такта трансверсально изотропного слоя с жесткой поверхностью, рельеф
которой описывается двоякопериодической функцией в форме системы
параболоидов вращения. На основе теории обобщенных функций задачи
сведены к интегральным уравнениям, ядра которых не содержат квадратур.
Сложность задач частичного контакта связана с тем, что область контакта
заранее неизвестна, что приводит к дополнительным неравенствам и нели-
нейностям. На основе метода Б.А. Галанова система интегрального уравне-
ния и неравенства сводится к одному нелинейному интегральному уравне-
нию, для численного решения которого применяется модифицированный
метод Ньютона. Для отладки расчетов использованы полученные точные
решения для полного контакта. Определены области контакта и контактные
давления. Рассчитаны механические характеристики, связанные с процессом
перколяции, то есть слиянием дискретных контактных пятен при усилении
контакта. Для анизотропного материала вычислены минимальные осадки
параболоидов вращения, требуемые для начала и завершения перколяции.

Ключевые слова: двоякопериодический контакт, трансверсальная изо-
тропия, слой.

Введение

Периодически выпуклые рельефы встречаются после искусственной обработки
поверхностей. Изучение возможности полного (частичного) контакта таких поверх-
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ностей с анизотропным слоем важно для анализа контактной прочности слоистых
конструкций. Контактные задачи и функции Грина для анизотропных материалов
рассматривались в монографиях [1–3]. Обобщенный метод отражений и метод
интегральных преобразований применялись для решения контактных задач о действии
единичного штампа на трансверсально изотропный слой [3, 4]. Среди контактных
задач выделяются задачи множественного и периодического контакта [5–18]. Ис-
следовались периодические контактные задачи о действии прямолинейной цепочки
штампов, имеющей один период, на трансверсально изотропный слой при скользящей
заделке одной грани и разных ориентациях плоскостей изотропии [5]. Рассматри-
вались двоякопериодические контактные задачи для изотропного слоя при задан-
ной [7] или неизвестной области контакта [8]. Для решения задач периодического
контакта были развиты асимптотические методы [6, 7, 14]. Проводился учет влияния
трения и износа в области множественного контакта [8]. Отмечалось, что метод
локализации, разработанный И.Г. Горячевой для систем круговых инденторов [15],
не работает в зоне перколяции (слияния соседних областей контакта) при a /L > 0,7,
где a – характерный размер единичной области контакта, L – период системы. Для
расчета эффектов перколяции применялся метод быстрого преобразования Фурье [9].
В настоящей статье при неполном контакте для расчетов контактных давлений и
определения области контакта используется метод нелинейных граничных инте-
гральных уравнений Б.А. Галанова [19, 20]. Используя теорию обобщенных функций,
удается свести двоякопериодические задачи к интегральным уравнениям, ядра которых
не содержат квадратур. Доказана возможность полного контакта по всей грани транс-
версально изотропного слоя с двоякопериодической синусоидальной поверхностью.
Ранее было показано, что такой контакт невозможен для изотропного несжимаемого
слоя с одной жестко заделанной гранью [18]. Отмечался рост приложенной номиналь-
ной нагрузки для полного контакта волнистой поверхности с полупространством с
увеличением коэффициента Пуассона [11]. Указывалось на невозможность полного
контакта пилообразного рельефа и упругой полуплоскости [10].

1. Постановка и интегральные уравнения задач

Рассмотрим трансверсально изотропный слой {|x | < , |y | < , 0  z  h}, плос-
кости изотропии параллельны его граням, а материал подчиняется закону Гука [1, 4]:
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Подставляя соотношения (1)–(3) в дифференциальные уравнения равновесия в
напряжениях, получим уравнения равновесия в перемещениях [4]:
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Пусть грань z = h слоя взаимодействует с выпуклой двоякопериодической жест-
кой поверхностью или системой инденторов, форма оснований которых описывается
функцией  f (x, y) = f (x – 2nl1, y – 2ml2), n, m = 0, ±1, ±2, …, где l1 и l2 – полу-
периоды. Обозначим контактное давление как q(x, y) = q(x – 2nl1, y – 2ml2), n, m =
= 0, ±1, ±2, …, а неизвестную область контакта как *. Грань z = 0 находится в
условиях скользящей или жесткой заделки (задачи А и Б соответственно). Под
действием одинаковых сил P каждый индентор внедряется на величину  без переко-
са, обеспечивая равенство давлений во всех периодически образованных областях
контакта. Смешанные граничные условия задач А и Б имеют вид
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При заданных параметрах упругости Amn, известных величинах h, l1, l2,  и
функции  f (x, y) требуется определить область контакта * и контактное давление
z(x, y, h) = –q(x, y) ((x, y)  *). Затем при использовании интегрального условия
равновесия штампов может быть найдена сила P.

Для сведения задач А и Б к интегральным уравнениям (ИУ) относительно q(x, y)
к уравнениям и условиям (4)–(8) применим интегральные преобразования Фурье по
переменным x, y. В результате получим
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Здесь k (k = 1, 2; Re 1 > Re 2 > 0) – корни характеристического уравнения
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Для большинства трансверсально изотропных материалов 1 > 1 > 2 > 0 ([1],
табл. 1.4) и отношение корней может характеризовать степень анизотропии. В пре-
дельном случае 1  2  1 символы ядер (11) совпадают с известными символами
для изотропного слоя [3, 20] (неопределенность раскрывается по правилу Лопи-
таля).
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2. Решение для полного контакта

В случае совпадения единичной области контакта  с ячейкой S (полный контакт)
можно найти точное решение ИУ (9). Рассмотрим полный контакт трансверсально
изотропного слоя с двоякопериодической синусоидальной поверхностью с амплиту-
дой A и длинами волн (периодами) 2l1 и 2l2. В рамках линейной теории упругости
будем предполагать малость амплитуды по сравнению с длинами волн [6]. Перепишем
ИУ (9) в виде
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Предположим, что l1  l2, и введем безразмерные обозначения
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Штрихи далее опускаем. Параметр  характеризует относительную толщину слоя.
При помощи двойного преобразования Фурье получим точное решение ИУ (13):
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Известен пример для анизотропного материала, когда дискриминант уравнения
(12) равен нулю и корни совпадают ([1], табл. 4.1). Для раскрытия неопределенности
типа 0/0 в выражении (11) для L0 в задаче Б преобразуем его, используя соотношения
для параметров Элиота [3], к виду .1
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 AL  В силу положительной опреде-
ленности матрицы упругих постоянных  > 0 [1]. В изотропном случае формулы
(16) дают: А) L0 = 2, Б) L0 = 2(1 – )2/(1 – 2), где  – коэффициент Пуассона.
Таким образом, полный контакт невозможен только в случае задачи Б для изотропного
несжимаемого материала [18]. Аналогично показывается, что полный контакт
реализуем и для случая перпендикулярных граням слоя плоскостей изотропии при
скользящей заделке одной грани (соответствующее ИУ см. в [5]).

Из решения (15) найдем вдавливающую силу

.2),(
1

1

1

1

0 
  




LdxdyyxqP (17)

При  решение (15) соответствует случаю транстропного полупространства и
обобщает решение Джонсона [6] для изотропного полупространства.

На основе формул (16) и (12) получено относительное отличие интегральных
характеристик (17) Pa и Pb в задачах А и Б (полный контакт)
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Отсюда, например, для древесины ели Дугласа (A11 = 4,07, A13 = 0,24, A33 = 6,89,
A44 = 0,49, A66 = 0,69 ГПа [1]) * = 0,2%, а для гнейса влажного (A11 = 99, A13 = 45,
A33 = 78,   A44 = 15, A66 = 26,5 ГПа [1]) * = 35,5%. В каждом изотропном случае при
 = 0,3 имеем * = 22,5%.

3. Решение для частичного контакта

При неполном контакте имеем задачу со смешанными граничными условиями.
Учитывая периодичность, удобно интегрировать по единичной области контакта 
c центром x = y = 0. Тогда ИУ (9) с ядром (10) при учете (16) ( и  f (x, y) отнесем к
l1) принимает вид
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Для эффективного расчета ядра (20) преобразуем его, переходя от тригонометри-
ческих рядов к рядам обобщенных функций Дирака [7]. Это позволит освободиться
от квадратур в ядре (20) и записать его, выделяя главные члены, в виде
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Взаимное слияние штампов учитывается при изменении параметра  (отноше-
ние периодов), который входит в ядро ИУ. Для решения применим численный метод
Б.А. Галанова, позволяющий одновременно определить область контакта и контактные
давления [19]. Заключим  в прямоугольную ячейку S размером 22 (в размерных
величинах 2l12l2) c центром x = y = 0. Добавим к ИУ (19), (21) условия положитель-
ности давления в  и отсутствия контакта в S\ (N = x, y, M = r, z, d(M ) = –
– f (M )):
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,,0)(),(),()( 
S

MMqMddNMNKNq (22)

..\,0)(),(),()( 
S

SMMqMddNMNKNq (23)

Введем нелинейные операторы p+(M ) = sup {P(M ), 0}, p–(M ) = inf{P(M ), 0} и
представим давление в виде q = q(M ) = q+(M ) + q–(M ). Тогда система (22), (23)
сводится к нелинейному уравнению типа Гаммерштейна ( p = p(M ), p± = p±(M ),
d = d(M )):

.),()(,),(0   
S

dNMNKNpKpdKpppMp (24)

При численном решении ИУ (24) применяется модифицированный метод Ньютона.
Область контакта  определяется узлами сетки в S, в которых давление положитель-
но. Помимо герцевской особенности R–1, в ядре (21) присутствуют дополнительные
интегрируемые особенности на сторонах и в вершинах S вида ,,, 1

1,1
1

1,0
1

0,1







 RRR

1
1,1


 R  в точках x = x0 +– 2, y = y0; x = x0, y = y0 +– 2; x = x0 +– 2, y = y0 +– 2; x =

= x0 +– 2, y = y0 ± 2. В ходе отладки программы при сгущении сетки в обеих задачах
численное решение приближается к точному решению (15), (17).

Расчеты проводились для системы параболоидов вращения, f (x, y) = A0(x2 +
+ y2). Расчеты показали, что с увеличением относительной толщины слоя  инте-
гральная характеристика (безразмерная сила) P уменьшается. Вдавливающая сила
растет с увеличением осадки. Поведение величины P() для задач А или Б сущест-
венно зависит от материала слоя. Для ели Дугласа соответствующие зависимости в
задачах А и Б очень близки, тогда как для гнейса влажного труднее индентировать
при жесткой заделке (рис. 1). Эти выводы качественно согласуются с приведенными
выше расчетами по формуле (18).

При усилении контакта наблюдается слияние соседних зон контакта. В случае
симметрии по x, y этот процесс начинается в четырех точках границы ячейки S. В
таблице 1 для системы параболоидов приведены минимальные требуемые значения
осадки и силы при начальной и полной перколяции для ели Дугласа при A0 =10–3,
 = 1 и разных . Как видно, с ростом  требуемая для перколяции осадка  растет,
а соответствующая интегральная характеристика меняется слабо.

Рис. 1. Зависимости P() для гнейса влажного (а) и ели Дугласа (б)
для задач А (сплошные линии) и Б (штриховые линии) при A0 = 10–3,  = 1,  = 1 и  = 2
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Таблица 1
Значения силы и осадки для задач А и Б при начальной

и полной перколяции для ели Дугласа
 Начальная перколяция Полная перколяция

 .103 P.103 .103 P.103

А Б А Б А Б А Б
1 1,5 1,4 2,24 1,97 2,9 2,6 5,92 5,14
3 2,8 2,8 1,92 1,92 6,2 6,2 4,95 4,96
5 4,2 4,2 1,93 1,94 9,7 9,6 4,93 4,88
7 5,5 5,5 1,93 1,93 13,0 13,0 4,91 4,92

Заключение

При произвольной ориентации плоскостей изотропии на характеристики контакта
влияют все пять независимых параметров анизотропии Amn, из которых составляются
четыре независимых безразмерных параметра Элиота 1, 2, m1 и 3 = 6644 / AA
(m2 = 1/m1) [4]. Для выбранной в статье простейшей ориентации параметр A66 не
влияет на характеристики контакта, в задаче А остаются два независимых безразмер-
ных параметра 1, 2, а в задаче Б – три параметра 1, 2, m1 (см. формулы (11)). В
изотропном случае все параметры Элиота равны единице, в задаче А символ ядра
ИУ не содержит параметров, в задаче Б – содержит один параметр (коэффициент
Пуассона) [18]. Формула (18) показывает, что параметр A44 не оказывает влияния на
различие интегральных характеристик полного контакта в задачах А и Б.

Установлена структура ядер ИУ трехмерных двоякопериодических контактных
задач для трансверсально изотропного слоя, когда плоскости изотропии параллельны
граням. Доказана возможность полного контакта транстропного слоя с жесткой си-
нусоидальной поверхностью. Для частичного контакта показано, что численный метод
нелинейных граничных ИУ применим в зоне перколяции. Поведение характеристик
контакта существенно зависит от материала слоя. При утолщении слоя уменьшается
отличие между решениями для скользящей и жесткой заделки на нижней грани слоя.
Переход от дискретного к непрерывному контакту происходит на сторонах прямо-
угольной ячейки, где возникают новые интегрируемые особенности ядра ИУ.
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By using Fourier integral transforms applied to integral equations, exact solutions are
constructed for spatial problems of full contact of a transversely isotropic layer with a rigid
doubly periodic sinusoidal surface. One layer face is subjected to sliding or rigid support, and
isotropy planes are parallel to the layer faces. It is established that the full contact over the
whole layer face is always possible except the degenerate case of isotropic incompressible
layer with one face rigidly fixed. It is indicated that the full contact is also realizable for the case
of isotropy planes perpendicular to the layer faces when one face is subjected to sliding
support. The problems of partial contact are also considered for the transversely isotropic
layer with a rigid surface relief of which is described by a doubly periodic function in the form
of a system of paraboloids of revolution. On the base of the theory of generalized functions,
the problems are reduced to integral equations kernels of which do not contain integrals. The
complication of the problems of partial contact is that the contact domain is a priori unknown
that leads us to additional inequalities and nonlinearities. With the help of the B.A. Galanov
method, the system of the integral equation and inequality can be reduced to only one nonlinear
integral equation for which the modified Newton numerical method can be applied. The exact
solutions for the full contact are usable to check calculations. Contact domains and contact
pressures are determined. Mechanical characteristics are calculated for the percolation process
of initially discrete contact spots in the strengthening contact. Minimal settlements of the
paraboloids of revolution are calculated to begin or complete percolation for an anisotropic
material.

Keywords: doubly periodic contact, transversal isotropy, layer.
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