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Решается обратная задача упругопластического деформирования тол-
стостенной цилиндрической оболочки конечной длины под внутренним дав-
лением. При заданном перемещении наружной поверхности оболочки тре-
буется разработать численную методику для определения внутреннего дав-
ления, обеспечивающего заданное перемещение. Решаемая задача является
краевой задачей смешанного типа. Исследуемая цилиндрическая оболочка
находится в условиях плоского напряженного состояния и объемного дефор-
мированного состояния. Математическая постановка задачи основана на
положениях деформационной теории пластичности. Деформированное со-
стояние оболочки описывается с помощью нелинейных деформаций Генки.
Построенная модель упругопластического деформирования оболочки учи-
тывает сжимаемость материала и нелинейный закон упрочнения. Численная
методика расчета построена на основе метода переменных параметров уп-
ругости с применением метода последовательных приближений при учете
изменения геометрии оболочки в процессе деформирования. Для оценки
адекватности построенной численной методики решения обратной задачи
проведен сравнительный расчет прямой задачи упругопластического де-
формирования с помощью метода конечных элементов в программном
комплексе ANSYS 19.0. Полученные результаты для радиальных и окружных
напряжений, интенсивности напряжений, радиальных перемещений гранич-
ных поверхностей цилиндрической оболочки при внутреннем давлении,
рассчитанном при решении обратной упругопластической задачи, показали
достаточную сходимость. Картины распределения напряжений в стенке
цилиндрической оболочки, согласно методу переменных параметров упру-
гости и методу конечных элементов, качественно близки. Различия в количе-
ственных результатах, полученных согласно двум подходам, составляют не
более 10%. Предложенная методика может быть использована в области
авиастроения с целью расчета требуемого давления при деформировании
цилиндрических оболочек до требуемой геометрии с учетом физической и
геометрической нелинейностей материала при условии монотонного нагру-
жения.

ПРОБЛЕМЫ ПРОЧНОСТИ И ПЛАСТИЧНОСТИ, т. 86, № 3, 2024 г.
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Введение

Толстостенные осесимметричные оболочки имеют широкое применение в
различных отраслях производственной сферы, особенно в области авиакосмической
промышленности для создания жестких оболочек, выдерживающих значительные
нагрузки и обеспечивающих надежную и устойчивую работу конструкций. Большое
количество работ посвящено исследованию напряженно-деформированного состо-
яния (НДС) стесненных цилиндрических оболочек, нагружаемых внутренним дав-
лением и осевой силой [1–4]. Вопросам упругопластического деформирования
свободных труб или цилиндрических оболочек конечной длины уделено меньше
внимания, при этом такие оболочки находятся в условиях объемного деформиро-
ванного состояния. Некоторые задачи о нагружении труб конечной длины рассмотрены
в публикациях [5–7].

Во многих исследованиях при решении задач о деформировании цилиндрических
оболочек используется теория пластического течения на примере жесткопластической
модели материала без учета влияния на процесс деформирования упругой состав-
ляющей деформации, а также сжимаемости материала. Также достаточно широко
используется допущение об идеальной пластичности, в исследованиях [8–10] рас-
смотрена модель материала без упрочнения. Деформирование цилиндрических
оболочек при линейном упрочнении исследовано в трудах [3, 11]. Определяющие
соотношения при исследовании НДС цилиндрических оболочек под действием
внутреннего давления отражены в исследованиях [12–16]. Вопросы комбинирован-
ного нагружения цилиндрических оболочек с нелинейным изотропным и кинемати-
ческим упрочнением рассмотрены в статье [17].

Многие программные пакеты, основанные на методе конечных элементов, по-
зволяют решать прямые задачи упругопластического деформирования: при заданных
внешних нагрузках определяются деформации и перемещения исследуемого тела.
Решение же обратных задач представляется более трудоемким процессом, и
возможность такого решения представлена не во всех CAE-системах и только для
отдельных типов задач, что обусловливает актуальность исследуемой проблемы.

Методика исследования

Рассмотрим свободную толстостенную цилиндрическую оболочку (рис. 1) с
начальными значениями радиусов внутренней r0 и наружной R0 поверхностей до де-
формирования.

Рис. 1. Свободная толстостенная цилиндрическая оболочка под внутренним давлением
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Для заданного радиального перемещения наружного края оболочки 
pu  требуется

определить внутреннее давление p, обеспечивающее заданное перемещение. Наруж-
ная поверхность и торцы оболочки свободны от внешних нагрузок, оболочка находит-
ся в условиях плоского напряженного состояния z = 0 и объемного деформирован-
ного состояния.

Решение задачи проводится в цилиндрической системе координат 0z с исполь-
зованием положений деформационной теории пластичности [18] при следующих
допущениях:

– материал оболочки принимается сжимаемым, то есть коэффициент Пуассона
 0,5;

– в качестве меры деформации рассматриваются деформации Генки;
– выполняется гипотеза «единой кривой», упругопластические свойства мате-

риала описываются линейно-степенной аппроксимацией диаграммы деформирования
III рода c учетом сжимаемости материала;

– переход материала оболочки из состояния упругого деформирования в плас-
тическое определяется условием пластичности Губера – Мизеса;

– принцип отвердения не выполняется, уравнения равновесия записываются для
деформированного состояния;

– условие совместности деформаций Генки записывается в координатах Эйлера.
Для решения задачи осесимметричного НДС свободной толстостенной цилиндри-

ческой оболочки используется метод переменных параметров упругости, в котором
постановка задачи упругопластического деформирования оболочки описывается со-
отношениями:

– уравнение равновесия
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где ,   – радиальные и окружные напряжения,  – радиальная координата элемента
оболочки в деформированном состоянии;

– геометрические соотношения и уравнение совместности деформаций [19]
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где e, e, ez – радиальные, окружные и осевые деформации Генки, u =  –  – ра-
диальное перемещение,  – радиальная координата элемента оболочки до деформации;

– физические уравнения в форме обобщенного закона Гука
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где E,  – переменные параметры упругости,
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Eсек = i /ei – секущий модуль, E – модуль упругости первого рода,  – коэффициент
поперечной деформации; интенсивность напряжений i  и интенсивность деформаций
Генки ei записываются в виде
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– условие пластичности Губера – Мизеса

,тi (6)
где т – предел текучести;

– зависимость между интенсивностью напряжений и интенсивностью деформаций
Генки, согласно диаграмме деформирования i = (ei),
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где a, e0, n – константы материала, eiт – интенсивность деформаций Генки, соответ-
ствующая переходу в стадию пластического деформирования;

– граничные условия на наружной поверхности оболочки
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где R – заданное значение наружного радиуса цилиндрической оболочки после де-
формирования.

Соотношение (7) представляет собой аппроксимацию диаграммы деформирования
по двум точкам со сдвигом степенной функции. Для поиска констант материала a,
e0, n требуется решение системы уравнений, определяемой условием прохождения
диаграммы деформирования через точку, соответствующую условному пределу те-
кучести; условием прохождения диаграммы через точку, соответствующую началу
шейкообразования; условием, определяющим точку перехода линейной зависимости
в степенную; условием равенства первой производной степенной функции и ко-
эффициента наклона прямой, соответствующей упругому деформированию, в точке
перехода. Эта система не имеет аналитического решения и может быть решена
численно с применением итерационных процедур согласно предложенной в [20]
методике.

Представленная постановка задачи относится к краевой задаче смешанного типа.
Решение системы (1)–(9) позволит определить НДС оболочки при заданном
перемещении наружного края оболочки, и, соответственно, найти искомое внутреннее
давление из условия на внутренней границе оболочки, обеспечивающее заданное
перемещение:
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где r – радиус внутренней поверхности оболочки после деформации.
Учитывая, что )( 0/ln RRe R


   согласно (2), (9), запишем уравнение совмест-

ности деформаций (2) в интегральной форме
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Из соотношения (3) и уравнения равновесия (1) в интегральной форме следует,
что уравнение совместности деформаций (11) в напряжениях для свободной толсто-
стенной цилиндрической оболочки имеет вид
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Для проведения численного расчета строится сетка в радиальном направлении
стенки оболочки. Решение системы уравнений проводится итерационно с перестро-
ением сетки:
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где i – номер узла в радиальном направлении, N + 1 – количество узлов, j – номер
итерации.

В начальном приближении радиальная координата внутренней поверхности
оболочки после деформирования принимается как r (0) = r0. На фиксированной
итерации  j = const численное решение уравнения (12) ищем в последовательных
приближениях, тогда итерационный процесс при  )( j
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где k – номер итерации.
Условие окончания итерационного процесса:
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где  – заданная точность расчета.
При выполнении условия (18) на k-й итерации определяется радиальная коор-

дината внутренней поверхности оболочки после деформирования по результатам рас-
чета НДС оболочки согласно второму итерационному процессу:
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Итерационные процессы (14)–(18) и (19), (20) повторяются c учетом перестроения
сетки (13) при новом положении внутренней поверхности оболочки согласно (19)
до тех пор, пока не выполнится условие:
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Результаты исследования

В качестве примера расчета рассмотрим толстостенную цилиндрическую обо-
лочку с геометрическими характеристиками r0 = 50 мм, R0 = 100 мм. Линейно-
степенная упругопластическая модель материала определяется константами для сплава
АМГ6м: E = 69580 МПа, т = 147 МПа,  = 0,32, a = 571,9 МПа, e0 = 7,8.10–4, n =
= 0,23. Радиальное перемещение наружной поверхности оболочки задано равным
1 мм. По результатам расчета обратной задачи согласно соотношениям (13)–(21)
перемещение в 1 мм наружного края оболочки обеспечивается при внутреннем дав-
лении p = 165,75 МПа. Радиальная координата внутренней поверхности оболочки
после деформации составила r = 51,66 мм. Для оценки адекватности решения обрат-
ной задачи с помощью предложенной численной методики проведен прямой рас-
чет свободной цилиндрической оболочки с помощью метода конечных элементов в
ANSYS 19.0 при давлении p = 165,75 МПа. В силу симметрии геометрическая модель
представляла собой четверть цилиндрической оболочки. Упругопластическая мо-
дель материала строилась согласно соотношению (7). При этом степенная кривая
упрочнения задавалась в ANSYS дискретно с шагом 10–4 по деформациям. Результаты
расчета радиальных, окружных напряжений и интенсивности напряжений методом
конечных элементов представлены на рис. 2–4, а результаты расчета радиальных
перемещений в стенке оболочки – на рис. 5.

Рис. 2. Радиальные напряжения в стенке
свободной цилиндрической оболочки

Рис. 3. Окружные напряжения в стенке
свободной цилиндрической оболочки

Рис. 4. Интенсивность напряжений в стенке
 свободной цилиндрической оболочки

Рис. 5. Радиальные перемещения в стенке
свободной цилиндрической оболочки
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Сравнительные результаты изменения напряженного состояния в стенке цилинд-
рической оболочки на основе решения обратной и прямой упругопластических задач
представлены на рис. 6, где кривые 1 соответствуют расчетам по методу переменных
параметров упругости, 2 – по методу конечных элементов для радиальных напряже-
ний (а), окружных напряжений (б) и интенсивности напряжений (в).

Обсуждение результатов исследования

Согласно результатам расчета обратной упругопластической задачи методом
переменных параметров упругости при заданном перемещении 1 мм наружной
поверхности оболочки, радиальное перемещение внутренней поверхности составило
1,66 мм. При решении прямой задачи нагружения оболочки внутренним давлением
с помощью метода конечных элементов радиальное перемещение наружной поверх-
ности оболочки составило 1,08 мм, а внутренней поверхности – 1,78 мм (см. рис. 5).
Расхождение в результатах расчета составило около 7%. Согласно сравнению напря-
женного состояния оболочки при решении обратной и прямой задач методом пере-
менных параметров упругости и методом конечных элементов напряжений в стенке
оболочки, картина распределения напряжений в радиальном направлении одинакова:
наибольшие по абсолютной величине радиальные напряжения достигаются на вну-
тренней поверхности, а наибольшие окружные напряжения – на наружной поверх-
ности оболочки. Расхождения в числовых результатах расчетов напряженного состоя-
ния не превышают 10%.

Заключение

Предложено решение обратной задачи упругопластического деформирования
толстостенной свободной цилиндрической оболочки с учетом сжимаемости материала
и нелинейного закона упрочнения. Созданная авторами численная методика на
основании метода переменных параметров упругости позволяет рассчитать внутреннее
давление, при котором происходит заданное перемещение наружного края оболочки.
Сравнение результатов решения обратной задачи с результатами расчета прямой задачи
методом конечных элементов подтверждает адекватность построенной численной
методики и итерационных процедур. Результаты исследования могут быть исполь-
зованы в оценке параметров силового нагружения при деформировании цилиндри-
ческих оболочек до требуемой геометрии. Следует отметить, что описанная методика
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Рис. 6. Изменение напряженного состояния толстостенной свободной оболочки
в радиальном направлении
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на основании положений деформационной теории пластичности справедлива только
для случаев монотонного пропорционального нагружения.
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The inverse problem of elastoplastic deformation of a thick-walled cylindrical shell of finite
length under internal pressure is solved. For a given displacement of the outer surface of the
shell, it was necessary to construct a numerical technique to determine the internal pressure
providing this displacement. The problem being solved is a boundary value problem of a mixed
type. The cylindrical shell under study is in a plane stress state and a volumetric deformed
state. The mathematical formulation of the problem was based on the provisions of the
deformation theory of plasticity. The strain state of the shell was described using nonlinear
Hencky strains. The constructed model of elastic-plastic deformation of the shell took into
account the compressibility of the material and the nonlinear law of hardening. The numerical
calculation method is based on the method of variable elasticity parameters using the method
of successive approximations, taking into account changes in the geometry of the shell during
deformation. To assess the adequacy of the constructed numerical method for solving the
inverse problem, a comparative calculation of the direct problem of elastoplastic deformation
using the finite element method in the ANSYS 19.0 software package was carried out. The
results obtained for radial and circumferential stresses, stress intensity, radial displacements of
the boundary surfaces of a cylindrical shell at internal pressure calculated when solving the
inverse elastoplastic problem showed sufficient consistency. The stress distribution patterns
in the cylindrical shell wall according to the method of variable elasticity parameters and the
finite element method are qualitatively the same. The differences in the quantitative results
obtained according to the two approaches are no more than 10%. The proposed calculation
method can be used in the field of aircraft engineering in order to calculate the required pressure
when deforming cylindrical shells to the required geometry, taking into account the physical
and geometric nonlinearities of the material under the condition of monotonic loading.

Keywords: free tube, cylindrical shell of finite length, elastoplastic strain, nonlinear plasticity,
compressibility of the material, method of variable elasticity parameters.
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