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Построена линейная трансформационная модель динамического де-
формирования стержня-полосы, концевые участки которого закреплены
на двухсторонних скользящих опорах конечной длины, исключающих
перемещения точек отмеченных участков в поперечном направлении. Для
описания процесса деформирования закрепленных участков стержня ис-
пользуется сдвиговая модель С.П. Тимошенко, а незакрепленной части –
классическая модель Кирхгофа – Лява. Сформулированы условия кинемати-
ческого сопряжения закрепленных и незакрепленного участков стержня,
при учете которых, исходя из вариационного принципа Гамильтона – Остро-
градского, в геометрически линейном приближении получены уравнения
движения, соответствующие им граничные условия, а также силовые усло-
вия сопряжения отмеченных участков. На основе полученных уравнений
движения построены точные аналитические решения задач о свободных и
вынужденных гармонических колебаниях рассматриваемого стержня. По-
казано, что в рамках используемых моделей деформирования задачи о про-
дольных и изгибных колебаниях стержня разделяются. Из них наибольший
практический интерес представляют изгибные колебания, происходящие в
сравнительно низком диапазоне частот. Для них проведены численные экспе-
рименты по определению трех низших собственных форм и частот колеба-
ний, а также динамической реакции при резонансных колебаниях на отмечен-
ных частотах стержня-полосы, выполненного из однонаправленного волок-
нистого композита на основе углеленты ЭЛУР-П и связующего XT-118. Пока-
зана значительная трансформация поперечных касательных напряжений
при переходе через границы от незакрепленного участка стержня к участкам
закрепления конечной длины, обусловленная различием моделей деформи-
рования отмеченных участков, а также их ярко выраженная локализация в
областях закрепленных участков, расположенных вблизи отмеченных границ.
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Введение

При постановке и решении задач механики деформирования тонкостенных
элементов конструкций реальные условия их закрепления на опорных элементах
обычно заменяют граничными условиями того или иного вида (например, шарнирного
опирания или жесткого защемления [1–3]), что, безусловно, вносит погрешность в
решения таких задач. Так, постановка даже статических задач механики деформи-
рования элементов конструкции с рассмотрением лишь их отдельных участков и
формулировкой в концевых сечениях кинематических граничных условий защемления
может иметь недостаточную степень точности, если не учесть, что места крепления
конструкции всегда имеют некоторую конечную длину, в пределах которой необходимо
учитывать податливость закрепленных участков.

Расчет конструкции с учетом податливости отмеченных участков закрепления
конечной длины представляет собой весьма сложную и трудоемкую задачу, что
обусловило разработку упрощенных моделей (применительно к балкам и удлиненным
пластинам), основанных на замене реальных их участков закрепления локальными
упругими и вязкоупругими опорными связями, формулируемыми в точках, а также
фрикционными зажимами. Исследования такого класса нашли достаточно полное
отражение во многих работах (например, [4–7] и др.).

В ранее опубликованных статьях авторов [8–13] было показано, что для описания
процессов статического и динамического деформирования удлиненных элементов
тонкостенных конструкций (в том числе и плоских стержней), имеющих участки
закрепления конечной длины, требуется введение понятия трансформации параметров
напряженно-деформированного состояния (НДС) при переходе через границу от
незакрепленного участка к закрепленному (от закрепленного к незакрепленному) и
применяемых для описания этих параметров математических моделей. В них
рассматривался простейший тонкостенный элемент конструкции в виде стержня-
полосы с участками закрепления, расположенными только на одной из лицевых
поверхностей, что обычно имеет место при креплении элементов тонкостенных
конструкций к опорным элементам или соединении их между собою внахлест (осо-
бенно выполненных из волокнистых композитных материалов). Для таких элементов
в простейшем варианте учет податливости участков закрепления конечной длины
может состоять в преобразовании известной сдвиговой модели С.П. Тимошенко в
другую, названную трансформационной.

Если же закрепление участка конечной длины является двухсторонним, то есть
осуществляется по обеим лицевым поверхностям, то учет податливости закрепленного
участка на основе отмеченной модели, как показано в статье [10], невозможен. Для
этого требуется привлечение моделей деформирования более высокого порядка точ-
ности. Применительно к незакрепленным участкам тонкостенных элементов кон-
струкций разработке таких моделей к настоящему времени посвящена обширная
научная литература [14–19 и др.], критический анализ которой проведен, в частности,
в статьях [20, 21].

В настоящей статье рассматривается задача модального анализа и определения
динамической реакции при изгибных колебаниях стержня-полосы, имеющего по
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краям участки конечной длины, закрепленные на двухсторонних скользящих опорах.
В отличие от упомянутых моделей деформирования высокого порядка точности, для
решения рассматриваемой задачи предлагается трансформационная модель де-
формирования стержня с простейшими аппроксимациями перемещений на его
участках: в пределах закрепленных частей стержня используется сдвиговая модель
С.П. Тимошенко, а в незакрепленной части – классическая модель Кирхгофа – Лява.
Заметим, что по аналогии с предлагаемой расчетной схемой стержня, имеющего по
краям двухсторонние скользящие опоры конечной длины, может быть построена
трансформационная модель деформирования валов для анализа их изгибных и кру-
тильных колебаний в уточненной постановке задачи.

1. Основные соотношения и уравнения движения стержня

Рассматривается стержень-полоса единичной ширины, имеющий на участках
закрепления 1, 2 двухсторонние скользящие опоры конечной длины l (рис. 1), ис-
ключающие перемещения граничных поверхностей z = ± t /2 отмеченных участков в
направлении оси 0z, при действии поверхностной нагрузки p = p(x, ) на незакре-
пленном участке 3 стержня ( – время).

Процесс деформирования закрепленных участков стержня будем описывать
сдвиговой моделью С.П. Тимошенко, в соответствии с которой для перемещений
U (r), W (r) (r = 1, 2) произвольных точек поперечных сечений указанных участков в
направлениях осей 0x, 0z принимаются аппроксимации

,0,,0, )2()2()2()2()1()1()1()1(  WzuUWzuU (1)

где u(r), (r) (r = 1, 2) – соответственно осевые перемещения и углы поворота по-
перечных сечений отмеченных участков стержня (верхние индексы 1, 2 в скобках
здесь и далее относятся соответственно к интервалам 0 xl  и )laxa  .

Аппроксимациям (1) в геометрически линейном приближении соответствуют
осевые деформации и углы сдвига (нижний индекс x после запятой здесь и далее
означает дифференцирование соответствующей величины по координате x)
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а также компоненты напряжений

,2,1,, )(
13

)()(
,

)(
,1

)( )(  rGzuE rr
xz

r
x

r
x

r
x (3)

где E1, G13 – модули упругости материала соответственно при растяжении-сжатии в
направлении оси 0x и при сдвиге в плоскости 0xz.

Рис. 1. Схема закрепления и нагружения стержня-полосы
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На участках закрепления вариации потенциальной энергии деформации будут
определяться выражениями1
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которые после подстановки в них зависимостей (2), (3) и интегрирования по пере-
менной z можно представить в виде:
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В соответствии с (1) выражения для вариации работы инерционных сил закре-
пленных участков будут иметь вид:
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Здесь  – плотность материала стержня.
Процесс деформирования незакрепленного участка стержня будем описывать

классической моделью Кирхгофа – Лява, в соответствии с которой для перемещений
U (3), W (3) произвольных точек поперечных сечений этого участка в направлениях
осей 0x, 0z принимаются аппроксимации

1Здесь и ниже по тексту значения энергии, сил, а также моментов сил приходятся на
единицу ширины стержня.
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,, )3()3()3(
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где u(3), w(3) – соответственно продольные перемещения и прогибы точек, располо-
женных на оси 0x отмеченного участка стержня (верхний индекс 3 здесь и далее от-
носится к интервалу 0  x  a). Аппроксимациям (8) в геометрически линейном
приближении соответствуют осевые деформации и нормальные напряжения
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Вариация потенциальной энергии деформации указанного участка будет оп-
ределяться выражением
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которое после интегрирования по переменной z можно представить в виде
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где )3()3()3( ,, zxx QMT  – соответственно осевая сила, изгибающий момент и попереч-
ная сила в произвольном сечении незакрепленной части стержня, определяемые со-
отношениями упругости
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В соответствии с (8) запишем выражение для вариации работы инерционных
сил:
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Пренебрегая в (13) подчеркнутым слагаемым, обусловленным силами инерции при
повороте поперечного сечения стержня, приходим к выражению
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Подчинив аппроксимации (1) и (8) условиям непрерывности перемещений стерж-
ня в сечениях x = 0 и x = a, записываемым в виде
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путем приравнивания соответствующих коэффициентов при одинаковых степенях z
получим кинематические условия сопряжения участков

,0,,
0

)3(
0

)3(
,0

)1(
0

)3(
0

)1( 
 xxxxxx

wwuu

.0,, )3()3(
,

)2()3()2( 
 axaxxaxaxax

wwuu
(15)



220

Для вывода уравнений движения рассматриваемого стержня (см. рис. 1) вос-
пользуемся принципом Гамильтона – Остроградского
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При действии на незакрепленную часть стержня поверхностной нагрузки p =
= p(x,)  вариация работы этой нагрузки определяется равенством

.)3(

0

dxwpA
a

  (17)

Из уравнения (16) после подстановки в него составленных соотношений (5), (7),
(11), (14), (17) и последующего учета условий сопряжения (15) в силу произвольности
вариаций )()( , rru   (r = 1, 2), )3(u и ,)3(w  а также отличия их от нуля следуютт
уравнения движения закрепленных участков стержня:
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и соответствующие им граничные условия на краях x = –l, x = a + l
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уравнения движения незакрепленного участка
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а также силовые условия сопряжения участков, формулируемые в сечениях x = 0 и
x = a,
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На основе полученных уравнений движения закрепленных и незакрепленного
участков стержня (18), (20) с учетом условий (15), (19) и (21) можно ставить и ре-
шать две основные задачи, состоящие в определении требуемого спектра собственных
форм и частот колебаний рассматриваемого стержня, а также его динамической ре-
акции при действии заданной нагрузки p = p(x, ).

2. Определение собственных форм
и частот колебаний стержня (модальный анализ)

При использовании (6) уравнения (18) для закрепленных участков стержня при-
нимают вид
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Их решения будем искать в форме
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где i – мнимая единица,  – круговая частота. Подставляя (23) в (22), получаем урав-
нения
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Общие решения уравнений (24) имеют вид
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)( kxdkxdkDDM rrr
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r
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При анализе свободных колебаний стержня в уравнениях (20) для его незакреп-
ленной части 3 (см. рис. 1) следует принять условие p = 0. С учетом этого условия
и соотношений (12) вместо (20) получаем уравнения

.0,0 )3()3(
,11

)3()3(
,11  wtwDutuB xxxxxx  (28)

Решения уравнений будем искать в виде

,exp~,exp~ )3()3()3()3(  iwwiuu (29)

что приводит к обыкновенным дифференциальным уравнениям

,0~~,0~~ )3(4)3(
,

)3(2)3(
,  wkwuku wxxxxuxx (30)

где 2
uk  – коэффициент, введенный в первом уравнении (24), а ./ 11

24 Dtkw  Полу-
ченные уравнения (30) имеют решения

,sincos~ )3(
2

)3(
1

)3( xkсxkсu uu 
),(expexpcossin~

4321
)3( xkgxkgxkgxkgw wwww 

(31)

где 41
)3(

2
)3(

1 ...,,,, ggcc  – постоянные интегрирования.
В соответствии с (29) введем представления

,exp~,exp~,exp~ )3()3()3()3()3()3(  iQQiMMiTT zzxxxx (32)

в которых величины )3()3()3( ~,~,~
zxx QMT  на основании соотношений (12) и полученных

решений (31) будут определяться по формулам

,cossin~~ ][ )3(
2

)3(
111

)3(
,11

)3( xkсxkсkBuBT uuuxx 

,)(expexpcossin~ ][ 4321
2

11
)3( xkgxkgxkgxkgkDM wwwwwx  (33)

.)(expexpsincos~ ][ 4321
3

11
)3( xkgxkgxkgxkgkDQ wwwwwz 
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Согласно (19) и представлениям (26), в торцевых сечениях x = –l, x = a + l
стержня должны выполняться условия

,0~,0~,0~,0~ )2()2()1()1( 
 laxxlaxxlxxlxx MTMT (34)

которые с учетом (27) дают четыре алгебраических уравнения

,0exp)(exp,0)(cos)(sin )1(
2

)1(
1

)1(
2

)1(
1  kldkldlkсlkс uu

    ,0)(cos)(sin )2(
2

)2(
1  lakсlakс uu (35)

.0)]([exp)]([exp )2(
2

)2(
1  lakdlakd

При использовании аппроксимаций (1) и (8) в сечениях x = 0, x = a стержня
должны выполняться кинематические условия сопряжения (15), которые с учетом
представлений (23), (29), а также полученных решений (25) и (31) в дополнение к
(35) доставляют еще шесть алгебраических уравнений:

,0,0)(,0 432431
)1(

2
)1(

1
)3(

1
)1(

1  ggggggkddcc w

 )(expexp,0sincos )2(
2

)2(
1

)3(
2

)2(
2

)3(
1

)2(
1 )()( kadkadakccakcc uu (36)

  ,0)(expexpsincos 4321  akgakgakgakgk wwwww

.0)(expexpcossin 4321  akgakgakgakg wwww

И, наконец, кроме условий (15) в сечениях x = 0, x = a стержня необходимо так-
же удовлетворить силовым условиям сопряжения (21), которые с учетом представ-
лений (26), (32), а также полученных зависимостей (27), (33) и решений (24), (29)
дают еще четыре уравнения:
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2)1(

2
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1
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2
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2 )(  gggkddkcc w

,0cossin )()( )3(
2

)2(
2

)3(
1

)2(
1  akccakcc uu (37) ][ )(expexp )2(

2
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1 kadkadk
.0)(expexpcossin ][ 4321

2  akgakgakgakgk wwwww

Полученные уравнения (35)–(37) относительно постоянных интегрирования  ,)(
1

mc
),3,2,1()(

2 mc m
 ),2,1(, )(

2
)(

1 rdd rr ,4,1 )( jg j  как и следовало ожидать, распа-
даются на две независимые системы: первая система содержит постоянные интегри-
рования ),3,2,1(, )(

2
)(

1 mcc mm
 соответствующие свободным продольным колебани-

ям стержня, а вторая – только постоянные ),2,1(, )(
2

)(
1 rdd rr ,4,1 )( jg j  соответ-

ствующие формам поперечных (изгибных) колебаний. При этом практический интерес
представляет последний тип колебаний, происходящих в сравнительно низком
диапазоне частот.

Систему однородных уравнений относительно постоянных интегрирования  ,)(
1

rd
),2,1()(

2 rd r ,4,1 )( jg j  можно представить в виде

},0{}]{[ XA (38)
где [A], {X} – соответственно квадратная матрица и столбец, состоящие из элементов
(неотмеченные элементы матрицы [A] имеют нулевые значения):

)],([exp)],([exp,exp),(exp 23221211 lakalakaklakla 
,exp,1,,,1 534847463837353231 kaaaaakakaaaa ww 
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,exp,sin,cos),(exp 57565554 akkaakkaakkakaa wwwwww 

,exp,cos,sin),(exp 67666558 akaakaakaakka wwwww 

,exp,,,,),(exp 83
2

7877
2

76727168 kakakaakakakaaka www  (39)

,exp,cos,sin),(exp 2
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2
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8584 akkaakkaakkakaka wwwwww 

,,,,),(exp )2(
24

)2(
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)1(
22

)1(
11

2
88 dxdxdxdxakka ww 

.,,, 48372615 gxgxgxgx 

Система уравнений (38) имеет нетривиальное решение {X}  {0} при условии
равенства нулю определителя матрицы [A] (det [A] = 0), из которого можно определить
интересующие собственные частоты s (s = 1, 2, 3, …), каждой из которых соот-
ветствует некоторое ненулевое решение {X}s. Так как уравнения (38) являются
однородными, то это решение находится с точностью до множителя. Для этого все
неизвестные обычно выражаются через некоторую одну неизвестную величину,
которой впоследствии задается какое-то произвольное значение. Однако такой прием
требует проведения длительных неформальных преобразований структуры исходной
системы уравнений, которые трудно поддаются автоматизации вычислений. Наиболее
простой способ получения нетривиального решения системы (38) (без преобра-
зования ее структуры) может состоять в применении известного правила Пэйна –
Айронса [22, 23]. Согласно этому правилу выбирается наибольший по модулю
диагональный элемент aii матрицы [A], который умножается затем на параметр штрафа
 = 1010–1012, а элементу с номером i правой части системы вместо нуля присва-
ивается значение aiiq, где q <<  – некоторая произвольная величина. Тогда урав-
нение с номером i системы (38) становится таким:

....... 882211 qaxaxaxaxa iiiiiiii  (40)

Слагаемое aiixi в (40) получается по модулю примерно в  раз больше всех
остальных. Это дает xi  q (с точностью до 10–10–10–12), а все остальные неизвестные
при решении отмеченной системы получаются выраженными через xi.

Описанную методику определения постоянных интегрирования )(
2

)(
1 , rr dd  (r =

= 1, 2), )( 4,1jg j  при необходимости можно применить и к нахождению постоян-
ных ),3,2,1(, )(

2
)(

1 mcc mm
 соответствующих свободным продольным колебаниям

закрепленных и незакрепленного участков стержня. Однако стоит заметить, что в
силу особенностей условий закрепления стержня на опорных элементах конечной
длины l (см. рис. 1) первые уравнения в (24) и (30) можно заменить одним эквива-
лентным уравнением

,,0~~ 2
, laxluku uxx 

описывающим продольные колебания всех трех участков стержня. Его общее
решение имеет вид

,sincos~
21 xkсxkсu uu 

что дает амплитуду осевой силы

].cossin[~~
2111,11 xkсxkсkBuBT uuuxx 
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Постоянные интегрирования c1, c2 находятся из граничных условий

,0~,0~


 laxxlxx TT

приводящих к системе линейных однородных уравнений
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laklak
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uu

uu

из которой можно стандартно определить собственные частоты и формы свободных
продольных колебаний стержня.

3. Определение динамической реакции
при вынужденных изгибных колебаниях стержня

Предположим, что действующая на незакрепленную часть стержня поверхност-
ная нагрузка p = p(x,) (см. рис. 1) меняется по гармоническому закону

.exp)(~  ixpp (41)
Тогда в соответствии с (20)  вместо второго уравнения в (30) будем иметь неодно-
родное дифференциальное уравнение

,)(~~~
11

)3(4)3(
, D

xpwkw wxxxx  (42)

решение которого имеет вид

),(ˆ)(expexpcossin~ )3(
4321

)3( xwxkgxkgxkgxkgw wwww  (43)

)4,1( jg j  – постоянные интегрирования с обозначениями предыдущего раздела,
но имеющие вполне определенные значения, а )(ˆ )3( xw  – частное решение неодно-
родного дифференциального уравнения, зависящее от характера зависимости ).(~ xp
Представим эту зависимость в виде

),/(sin)(~ axnpxp n  (44)

где n – целое число, принимающее значение 1 или 2; pn – соответствующие
коэффициенты, имеющие размерность поверхностной нагрузки p = p(x, ). В этом
случае частное решение )(ˆ )3( xw  будет таким:

.sin
)/(

)(ˆ
][ 44

11

)3(

a
xn

kanD
pxw

w

n 


 (45)

В соответствии с (44) распределение )(~ xp  и, соответственно, формы поперечных
колебаний незакрепленной части стержня при n = 1 и произвольной частоте  будут
симметричными относительно сечения x = a/2, при n = 2 – антисимметричными, а
в случае совпадения  с одной из собственных частот s (s = 1, 2, 3, …) имеет место
резонанс, при котором форма колебаний отмеченной части стержня должна совпадать
с соответствующей собственной формой.

Необходимо заметить, что при определении динамической реакции стержня от
нагрузки  ixpp exp)(~

 продольные и изгибные колебания стержня так же, как и
при модальном анализе, будут по-прежнему независимыми. При этом практический
интерес представляют изгибные колебания, происходящие, как уже отмечалось выше,
в сравнительно низком диапазоне частот, определяемые постоянными интегрирования

где
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),2,1(, )(
2

)(
1 rdd rr  )4,1( jg j  (в обозначениях предыдущего раздела), которые

можно найти из системы линейных неоднородных уравнений

}.{}]{[ BXA  (46)

Матрица [A] и столбец {X} по-прежнему состоят из элементов (39), а столбец {B} в
соответствии с зависимостью (45) и условиями (15), (21) содержит элементы
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Решение {X} = [A]–1{B} системы (46) в конечном итоге полностью определяет
параметры НДС при изгибно-сдвиговых колебаниях стержня. Однако следует
заметить, что разработанная методика определения динамической реакции стержня
от гармонической нагрузки  ixpp exp)(~  не учитывает демпфирующие свойстваа
материала и поэтому может давать корректное решение только при частотах, на-
ходящихся вдали от резонансной зоны, в то время как наибольшие амплитуды
колебаний обычно имеют место в резонансных режимах нагружения, при которых
демпфирующие свойства материала необходимо обязательно учитывать [24]. При
гармоническом законе деформирования стержня это можно сделать с использованием
известной гипотезы комплексного внутреннего трения [25–27 и др.], заменяя величины
E1 и G13 комплексными модулями упругости

,, 1313
13

*
13

11
1

*
1 








GiGGEiEE (48)

 1, 13 – логарифмические декременты колебаний материала при растяжении-
сжатии в направлении оси 0x и при сдвиге в плоскости 0xz.

4. Численные эксперименты

Эксперимент 1 . Проведен модальный анализ рассматриваемого стержня
(см. рис. 1), выполненного из однонаправленного волокнистого композита на основе
углеленты ЭЛУР-П и связующего XT-118 с характеристиками [28]: E1 = 104,7 ГПа,
G13 = 1,0 ГПа,  = 1500 кг/м3, 1 = 0,05, 13 = 0,10. Размеры стержня: l = 50 мм,
a = 300 мм, t = 2,9 мм. Частотное уравнение det [A()] = 0 решалось методом по-
ловинного деления [29] до выполнения условия ,)(

min
)(

max  kk  где 
)(

min
)(

max , kk   –
границы текущего интервала поиска, в котором расположен корень частотного
уравнения; k – номер текущей итерации;  – заданная точность. После выполнения
этого условия был найден искомый корень .2/)( )(

min
)(

max
kk   Начальный интервалл

поиска соответствовал частотам, полученным в случаях шарнирного опирания и
жесткого защемления концов стержня c использованием известной формулы [30]

,)/( 4
0

2 amEIss  (49)
где EI – жесткость стержня на изгиб, m0 – погонная масса, s – безразмерный коэф-
фициент, зависящий от способа закрепления концов стержня: при шарнирном
опирании ;,1 )(  sss  при жестком защемлении 1 = 4,73004, 2 = 7,85320,
s = (2s + 1)/2 (s  3). Для стержня-полосы в формуле (49) вместо EI и m0 следует
брать соответственно величины D11 и t.

где
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В таблице 1 приведены значения трех низших циклических частот  fs = s/(2),
s = 1, 2, 3, свободных колебаний стержня при различных видах закрепления его
концов. Значения s для стержня со скользящими опорами были получены при
точности  = 0,001. Для достижения заданной точности при вычислении частоты
f1 потребовалось 18 итераций, а при нахождении частот  f2 и  f3 – 19 итераций.

Таблица 1
Частоты свободных колебаний стержня-полосы

Вид закрепления стержня Частоты
f1, Гц f2, Гц f3, Гц

Шарнирное опирание 122,071 488,284 1098,639
Жесткое защемление 276,721 762,792 1495,368
Скользящие опоры 250,759 696,451 1374,255

На рис. 2 представлены нормированные амплитуды прогибов max
)()( ~/~ www mm 

(m = 1, 2, 3) при колебаниях стержня на собственных частотах  f1 = 250,759 Гц и
f2 = 696,451 Гц (1 соответствует ,)1(w  2 – ,)2(w  3 – ).)3(w

На рис. 3, 4 приведены, соответственно, нормированные амплитуды нормальных
напряжений max,

)()( ~/~
x

m
x

m
x   на поверхности z = –t /2 стержня  и нормированные

амплитуды касательных напряжений ,~/~
max,

)()(
xz

m
xz

m
xz  полученные при отмечен-

ных частотах  f1,  f2.

w– (1), w– (2), w– (3) w– (1), w– (2), w– (3)
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Рис. 2. Нормированные амплитуды прогибов w– (m) оси стержня
при колебаниях его по первой (а) и второй (б) собственным формам

а) б)

Рис. 3. Нормированные амплитуды нормальных напряжений – x
(m) на поверхности

z = –t/2 стержня при колебаниях его по первой (а) и второй (б) собственным формам
 (1 соответствует  –x

(1), 2 – –x
(2), 3 – –x

(3))
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Значения x
(1), xz

(1) и x
(2), xz

(2) найдены в соответствии с зависимостями (3). Для
нахождения x

(3) использовалась вторая зависимость в (9), а усредненные по толщине
стержня значения xz

(3) определялись как .~~ /)3()3( tQzxz 
Представленные на рис. 3, 4 результаты показывают, что при рассматриваемом

способе закрепления концов стержня и используемых моделях деформирования (1),
(8) нормированные нормальные напряжения –x в сечениях x = 0 и x = a при перехо-
де от закрепленных участков к незакрепленному участку получаются одинаковыми,
что находится в соответствии с условиями сопряжения (21). Нормированные касатель-
ные напряжения –xz в указанных сечениях испытывают значительную трансформа-
цию, обусловленную различием моделей деформирования отмеченных участков
стержня, а также ярко выраженную их локализацию в областях закрепленных частей,
расположенных вблизи сечений x = 0 и x = a.

Эксперимент 2. Определялась динамическая реакция прежнего стержня при
резонансных колебаниях на частотах f1 = 250,759 Гц и  f2 = 696,451 Гц (см. табл. 1),
возбуждаемых поперечной нагрузкой ),2,1(exp)(~  sixpp s  распределенной по
закону (44) c величинами p1 = p2 = 420 Н/м2. На рис. 5, 6, 7 приведены, соответ-
ственно, амплитуды прогибов ,~ )(mw  амплитуды нормальных напряжений )(~ m

x  на по-
верхности z = – t /2 и амплитуды касательных напряжений 

)(~ m
xz  в поперечных сече-

ниях участков m = 1, 2, 3 стержня (см. рис. 1) при колебаниях на отмеченных часто-
тах f1, f2.
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Рис. 5. Амплитуды прогибов w~ (m) оси стержня
при резонансных колебаниях на частотах f1 (а) и  f2 (б): 1 – w~ (1), 2 – w~ (2), 3 – w~ (3)

w~ (1), w~ (2), w~ (3), мм

–100          0          100         200        300     x, мм –100          0          100         200        300    x, мм
–1

0

1

3

0

0,2

0,4

–0,4
а) б)

1

3

2

231
2

– (1)
xz, 

– (2)
xz, 

– (3)
xz

w~ (1), w~ (2), w~ (3), мм

–0,2



228

Из рис. 5 видно, что резонансные колебания стержня на частотах f1 и f2 про-
исходят по формам, совпадающим с соответствующими формами свободных коле-
баний (см. рис. 2), что находится в соответствии с известным в теории колебаний
положением о подобии отмеченных форм. При переходе от незакрепленного участка
стержня к участкам закрепления конечной длины наблюдается трансформация ам-
плитуд касательных напряжений 

)(~ m
xz  (рис. 7а, 7б), обусловленная различием моделей

деформирования указанных участков стержня, причем наиболее значительной она
является при резонансных колебаниях стержня на частоте  f1  (см. рис. 7а), при ко-
торой максимальные по модулю значения 

)1(~
xz  и )2(~

xz  в закрепленных частях стержня
примерно в семь раз превышают максимальное значение 

)3(~
xz  в незакрепленной части,

что важно при расчете композитных стержней, разрушение которых обычно проис-
ходит за счет напряжений поперечного сдвига .xz

Для подтверждения достоверности полученных результатов выполнен тестовый
расчет стержня на основе метода конечных элементов (МКЭ) без учета податли-
вости закрепленных участков, что равносильно предположению о жестком защемле-
нии концов нагруженного участка 3 стержня (см. рис. 1). Этот участок разбивался
на двести балочных элементов одинаковой длины, работающих в рамках модели Кирх-
гофа – Лява. В результате модального анализа, проведенного на основе метода ите-
раций в подпространстве [31], были получены собственные частоты  f1 =  276,721 Гц
и  f2 = 762,793 Гц колебаний по конечно-элементной модели рассматриваемого
участка стержня, которые практически полностью совпали с соответствующими
частотами, найденными ранее по формуле (49) для жестко защемленной по концам
балки (см. таблицу 1).
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Для нахождения амплитуд узловых перемещений конечно-элементной моде-
ли нагруженного участка стержня использовалась система разрешающих уравне-
ний [32]:

},{}{ **][ RrK  (50)
где ][][][][ 2* CiMKK   – комплексная матрица динамической жесткости,
содержащая матрицу жесткости [K], матрицу масс [M ] и матрицу вязкого демпфиро-
вания [C]; {r}*, {R} – соответственно комплексный вектор узловых перемещений и
вектор внешних узловых сил модели.

В таблице 2 приведены максимальные амплитуды прогибов 
)3(

max,1
~w и )3(

max,2
~w  на-

груженного участка стержня при резонансных колебаниях на частотах f1, f2,
найденные при аналитическом решении задачи. В последних двух столбцах табли-
цы 2 для сравнения приведены приближенные значения амплитуд прогибов max,1

~w и
max,2

~w  отмеченного участка стержня, найденные на основе МКЭ.

Таблица 2
Максимальные амплитуды прогибов нагруженного участка

стержня при резонансных колебаниях на частотах  f1,  f2

Аналитическое решение МКЭ
w~ (3)

1,max, мм  w~ (3)
2,max, мм  w~ 1,max, мм  w~ 2,max, мм

2,451 0,305 2,222 0,275

Из таблицы 2 видно, что амплитуды прогибов max,2max,1
~,~ ww  получились несколь-

ко ниже (для max,1
~w  приблизительно на 9,3%, а для max,2

~w  на 9,9%) соответствующих
значений 

)3(
max,1

~w и .~ )3(
max,2w  Этот факт можно объяснить невозможностью учета по-

датливости закрепленных участков в используемой тестовой конечно-элементной
модели стержня, что, как и следовало ожидать, приводит к некоторому занижению
амплитуд прогибов нагруженного участка по сравнению с тем, что получено при
аналитическом решении задачи. Однако с учетом того, что различие между ампли-
тудами ,~,~

max,2max,1 ww  полученными на основе МКЭ, и соответствующими амплиту-
дами )3(

max,2
)3(

max,1
~,~ ww   при аналитическом решении является весьма незначительным, в

итоге можно сделать заключение о достоверности разработанной методики опреде-
ления динамической реакции стержня (см. раздел 3) и полученных на ее основе ре-
зультатов (см. рис. 5–7).

Заключение

Построена трансформационная модель деформирования стержня-полосы, за-
крепленного по краям на двухсторонних скользящих опорах конечной длины.
Сформулированы условия кинематического сопряжения закрепленных и незакреп-
ленной частей стержня, при учете которых, исходя из вариационного принципа Га-
мильтона – Остроградского, получены уравнения движения, соответствующие им
граничные условия, а также силовые условия сопряжения отмеченных участков
стержня. На основе полученных уравнений движения построены точные аналитические
решения задач о свободных и вынужденных гармонических колебаниях рассматри-
ваемого стержня.

Проведены численные эксперименты по определению собственных форм и частот
изгибных колебаний, а также динамической реакции при резонансных колебаниях
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указанного стержня-полосы, выполненного из однонаправленного волокнистого
композита на основе углеленты ЭЛУР-П и связующего XT-118. Показана значительная
трансформация касательных напряжений xz при переходе через границы от не-
закрепленного участка стержня к участкам закрепления конечной длины, обус-
ловленная различием моделей деформирования отмеченных участков, причем на-
иболее существенной она является при резонансных колебаниях стержня на низшей
частоте  f1, при которой максимальные значения xz в закрепленных частях стержня
примерно в семь раз превышают их максимальные значения в незакрепленной части
стержня.

Полученные результаты могут быть использованы при постановке соответству-
ющих задач механики плоских стержней, закрепленных на двухсторонних сколь-
зящих опорах конечной длины.
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A linear transformational model of the dynamic deformation of a plane rod is constructed. The
end sections of the plane rod are restrained on two-sided sliding supports of finite length,
excluding the displacements of the surface points of end sections in the transverse direction.
To describe the deformation process of restrained sections of the rod, the S.P. Timoshenkos
shear model is used. For unfixed part the classical Kirchhoff – Love model is used. The conditions
for the kinematic coupling of the restrained and free sections of the rod are formulated. Based
on the Hamilton – Ostrogradsky variational principle, the equations of motion, the corresponding
boundary conditions, as well as the force conditions for the coupling of the sections are
obtained in a geometrically linear approximation. Based on the obtained equations of motion,
exact analytical solutions of free and forced harmonic oscillations problem of the plane rod
were constructed. It is shown that within the framework of the deformation models used, the
problems of longitudinal and bending vibrations of the rod are separated. Of these, bending
vibrations occurring in a relatively low frequency range are of greatest practical interest. For
them, numerical experiments were carried out to determine the three lower natural modes and
frequencies of vibrations, as well as the dynamic response during resonant vibrations of a
plane rod on the marked frequencies made of a unidirectional fiber composite based on ELUR-P
carbon fiber and XT-118 epoxy. A significant transformation of transverse tangential stresses
is shown during the transition through the boundaries from the free section of the rod to
restrained one. Such transformation due to the difference in deformation models of the marked
areas, as well as their pronounced localization in the areas of restrained areas located near the
marked boundaries.

Keywords: vibrations, plane rod, restrained section of finite length, sliding support, trans-
formational deformation model.
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