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Большинство исследований в области задач оптимизации в механике
деформируемого твердого тела направлено на поиск оптимальной формы
элементов конструкций, что чаще всего приводит к поиску оптимальных
распределений геометрических характеристик рассматриваемых объектов
с целью обеспечения снижения веса объекта и улучшения прочностных ха-
рактеристик. Вместе с тем с появлением современных материалов с перемен-
ными физико-механическими свойствами возникли новые актуальные от-
ветвления в задачах оптимизации, а также в обратных задачах реконструк-
ции законов неоднородности переменных характеристик. В настоящем ис-
следовании рассмотрена задача об установившихся колебаниях предвари-
тельно напряженной неоднородной круглой упругой пластины в осесиммет-
ричной постановке. Представлены вариационная и слабая постановки задачи.
Исследован случай свободных колебаний шарнирно опертой по контуру
пластины; показано, что задача на собственные значения является само-
сопряженной и вполне определенной. Рассмотрена задача поиска опти-
мального распределения упругого модуля пластины и соответствующей
формы колебаний с целью максимизации первой собственной частоты.
Предложено изопериметрическое условие для функции переменной жестко-
сти. На основе энергетического соотношения Рэлея сформулирован принцип
минимума для первого собственного значения и соответствующей собствен-
ной функции – формы колебаний пластины. На основе вариационного
принципа с использованием построенного соотношения Рэлея сформулиро-
вано условие оптимальности, получено явное представление для функций
оптимальной формы колебаний и оптимальной жесткости с учетом началь-
ного радиального растяжения или сжатия пластины. Определен диапазон
возможных значений для величины начального напряжения. Получены и
проанализированы результаты решения задачи в виде построения опти-
мальных законов неоднородности для функции жесткости в классе гладких
функций в рассмотренном диапазоне изменения начальных напряжений.
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Введение

В настоящее время в литературе представлено значительное число работ,
посвященных изучению задач оптимизации в механике деформируемого твердого
тела. Большинство этих исследований направлено на поиск оптимальной формы
элементов конструкций, что чаще всего приводит к поиску оптимальных распреде-
лений геометрических характеристик рассматриваемых объектов с целью обеспе-
чения снижения веса объекта и улучшения прочностных характеристик [1–3]. В то
же время с появлением современных материалов с переменными физико-меха-
ническими свойствами (включая функционально-градиентные композиты) возникли
новые актуальные ответвления в задачах оптимизации, а также в обратных задачах
реконструкции законов неоднородности переменных характеристик [4].

Исследование задач оптимизации формы и материальных характеристик упругих
неоднородных тел активно началось в 70-х годах прошлого столетия. В сборнике
трудов [1] приведено решение цикла задач оптимизации пластин, балок и других тел
в режиме установившихся колебаний и при анализе условий потери устойчивости.
Целью исследований являлся поиск такого распределения геометрических или
физических характеристик объектов по объему, которое приводит к максимальному
значению собственной частоты колебаний либо критической нагрузки, при которой
происходит потеря устойчивости. В [1] представлен единый вариационный подход к
задачам оптимизации, связанным с задачами на собственные значения, в основе
которого лежит вариационный анализ энергетического соотношения Рэлея. В статье
[5] в рамках такого подхода рассматривается задача нахождения оптимального рас-
пределения модуля Юнга в преднапряженном шарнирно опертом стержне в режиме
установившихся изгибных колебаний. Построены зависимости оптимальной нижней
собственной частоты колебаний от величины осевого начального усилия, распреде-
ленного по стержню, оценена эффективность оптимизации. В [6] разработанный
подход развит для исследования оптимального распределения остаточных напряжений
в круглых и прямоугольных тонких пластинах в предположении о том, что геометри-
ческие и материальные характеристики постоянны. В статьях [7, 8] рассмотрены за-
дачи нахождения оптимальной формы неоднородных по толщине дисков в различных
ситуациях. В рамках аналогичной концепции в [9, 10] рассмотрены задачи опти-
мизации, направленные на минимизацию веса кольцевых и сплошных пластин
переменной толщины в режиме изгибных колебаний при различных способах закреп-
ления.

Тонкостенные конструкции отличаются эффективным отношением жесткости к
весу по сравнению с толстостенными элементами и поэтому играют важную роль
во многих отраслях производства, включая автомобиле- и самолетостроение. В по-
следние десятилетия проектированию и топологической оптимизации тонких
оболочечных конструкций уделяется все больше внимания; отметим исследования
для фюзеляжей самолетов и башни Лотте [11], ортезов голеностопного сустава [12],
других тонких оболочек различных топологий [13].

Интересно отметить, что во многих исследованиях проводится оптимизация
трехмерной топологии тонкостенных структур, но при этом не используются геомет-
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рические особенности моделей с применением соответствующих гипотез дефор-
мирования для снижения вычислительных затрат [14, 15]. С использованием неко-
торых дополнительных геометрических ограничений были разработаны подходы для
проектирования тонкостенных структур, в том числе различных объектов с покры-
тиями [16], тонких металлических листов, подверженных технологическому процессу
формовки листового металла [17], тонкостенных складных конструкций [18]. Отме-
тим также разработки, посвященные проектированию функциональных тонких оболо-
чек, где исследовалась совместная оптимизация формы и материальных характеристик
оболочек [19–21], в том числе в рамках теорий связанных полей.

При исследовании топологической оптимизации часто прибегают к помощи ко-
нечно-элементного анализа, это приводит к тому, что процесс оптимизации занимает
много времени [22]. С развитием вычислительных технологий появились метаэври-
стические алгоритмы оптимизации; такие алгоритмы довольно широко используются
для оптимизации конструкции материалов композитных слоистых пластин [23, 24].
Кроме того, в настоящее время активно ведутся исследования в области развития
генетических алгоритмов с целью применения к задачам оптимизации [25].

Для изготовления элементов конструкций, выполненных из функционально-гра-
диентных композитов, часто используются высокотемпературные технологии, в ре-
зультате применения которых после остывания в образцах часто образуются поля
предварительных напряжений (ПН), оказывающих значительное влияние на дина-
мические характеристики конструкций и критерии разрушения [26]. В связи с этим,
наряду с задачами оптимизации, исследование проблем мониторинга и идентификации
ПН в элементах конструкций в рамках методов неразрушающего контроля представ-
ляет несомненную практическую значимость [27, 28].

В настоящей статье рассматривается задача об осесимметричных установившихся
колебаниях тонкой круглой упругой пластины при наличии поля ПН радиального
растяжения или сжатия. На основе вариационного принципа Гамильтона – Остро-
градского построены вариационная и слабая формулировки задачи. Для постановки
задачи о свободных колебаниях шарнирно опертой по контуру пластины с исполь-
зованием слабой формулировки показана самосопряженность соответствующего
дифференциального оператора. На основе энергетического соотношения Рэлея
сформулирован принцип минимума для первого собственного значения и соответ-
ствующей собственной функции. Исследована задача поиска оптимального рас-
пределения жесткости пластины и соответствующей формы колебаний с целью мак-
симизации первой собственной частоты. Сформулировано условие оптимальности,
получены представления для функций оптимальной формы колебаний и оптимальной
жесткости с учетом рассмотренного начального напряженного состояния. Найдены
границы диапазона значений для величины начального напряжения, построены
оптимальные законы распределения переменной жесткости в классе гладких функций.

1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу об установившихся осесимметричных изгибных колебаниях
тонкой упругой изотропной пластины толщиной H с переменной жесткостью в ус-
ловиях предварительного напряженного состояния – радиального растяжения или
сжатия (рис. 1).
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Уравнение движения имеет вид [1, 6, 29]
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где D = EH 3/(12(1 – 2)) – цилиндрическая жесткость; w – функция прогиба; r –
радиальная координата;  – коэффициент Пуассона; N0 = H0 – величина начальной
нагрузки, действующей в срединной плоскости пластины в радиальном направле-
нии; 0 – соответствующая величина ПН;  – плотность;  – круговая частота
установившихся колебаний; E – модуль Юнга; штрихи означают производные по r.
Введем обозначения для равнодействующих радиального и углового изгибающих
моментов и перерезывающей силы на единицу длины:
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Тогда уравнение движения можно записать в виде .02)(  HwrrQr  Рассмотрим
условия шарнирного опирания по внешнему контуру пластины:

,0)(,0)0(,0)(,0)0(  RMQRww rr (3)

где R – радиус пластины.
Система (1)–(3) представляет собой постановку краевой задачи, которая в случае

постоянной жесткости и отсутствия ПН имеет аналитическое решение, а при постоян-
ных ПН может быть сведена к исследованию трансцендентного частотного уравнения,
приведенного, например, в [29].

Рассмотрим для описанной модели задачу оптимизации, состоящую в опреде-
лении оптимального закона распределения жесткости по радиальной координате, при
котором первая собственная частота колебаний является максимальной, и в нахожде-
нии значения этой частоты, а также соответствующей формы колебаний. При этом
будем следовать технике, описанной в [5–8] и основанной на использовании соотно-
шения Рэлея и вывода условия оптимальности с помощью вариационного метода.

2. Энергетические соотношения

Для вывода слабой постановки задачи (1)–(3) рассмотрим пробную функцию v,
удовлетворяющую главным граничным условиям из (3). Пользуясь стандартной

Рис. 1. Бесконечно малый элемент с равнодействующими величинами и пластина
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техникой, домножим уравнение движения (1) на гладкую пробную функцию v и
проинтегрируем результат по радиальной координате. Применяя формулу интегри-
рования по частям и граничные условия (3), получим:
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Рассматривая в качестве пробной функции основную функцию прогиба, нетрудно
сформулировать вариационный принцип Гамильтона – Остроградского
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Приведем еще два альтернативных представления для выражения в квадратных
скобках в представлении потенциальной энергии:

.0)1()1(2
22

2
2







 

















 










 


r
ww

r
ww

r
ww

r
ww

Второе представление удобно тем, что оно наглядно демонстрирует неотрица-
тельность соответствующего выражения под знаком интеграла энергии. Связь между
компонентами вариационного принципа и слабой постановки определяется соотно-
шениями
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Обозначая  = 2, на основе слабой постановки (4) рассмотрим задачу на соб-
ственные значения вида W wv = Kwv (при отсутствии внешних силовых воздействий).
Очевидно, что эта задача является самосопряженной в силу выполнения условий
W wv – W vw = 0, Kwv – Kvw = 0. Также отметим, что задача является вполне опреде-
ленной, поскольку W ww > 0, Kww > 0.

Выпишем соотношение Рэлея, определяемое через вариационный принцип (5):
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Отметим, что соотношение (6) имеет место не только для рассмотренных гра-
ничных условий (3), но также и для случая опертой в центре пластины и жесткого
защемления по контуру. Принцип минимума Рэлея описывается неравенством 1 
[u], где 1 – минимальное собственное значение, а функция u = u(r) – со-
ответствующая собственная функция, удовлетворяющая граничным условиям (3).

3. Поиск оптимальной формы колебаний

Рассмотрим изопериметрическое условие для функции жесткости D(r) в виде
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Задача оптимизации состоит в определении оптимального закона распределения D(r),
подчиняющегося (7), с целью максимизации собственного значения 1. Далее
применим подход к исследованию задач оптимизации, основанный на вариационном
анализе отношения Рэлея. Рассмотрим семейство функций D(r, ), включающее в
себя D(r,) – оптимальное распределение жесткости, и семейство функций собст-
венных форм u(r,), где ,  – малые формальные параметры.

Рассматривая функцию собственной формы u(r,), произведем в выражении
Tw подстановку w  u; тогда
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Соответственно отношение Рэлея (6) запишется в виде
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При  =  собственное значение, отвечающее D(r, ), (, ) = 1(). Полагая
 =  = 0, получим, что (0, 0) = 1(0) – искомое оптимальное собственное значение,
таким образом, .0/ 01 


dd  При этом полная производная
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При  = 0 правая часть отношения Рэлея (8) соответствует оптимальной функ-
ции D(r, 0); это отношение минимизируется соответствующей собственной функци-
ей u(r, 0). Поэтому ,0/ 0 


dd  и необходимым условием для нахождения  D(r, 0),

в силу (9), является .0/ 0 


dd  Распишем это условие, произведя дифференци-
рование по параметру :
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откуда с учетом положительности интеграла в знаменателе следует .0
0

 
R u drrTD

Учитывая при этом выполнение изопериметрического условия (7), заключаем, что
выражение T u не зависит от переменной r, поэтому
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где a R – постоянная. Рассматривая главные граничные условия из (3) для
собственной функции u(R) = 0, u(0), получим краевую задачу для определения оп-
тимальной формы колебаний. Точное решение задачи имеет вид
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4. Поиск оптимального распределения жесткости
и оптимальной собственной частоты

Запишем уравнение движения (1) относительно функции жесткости:
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Будем далее рассматривать случай постоянных ПН: N0 = const. Для найденной
оптимальной формы колебаний (11) уравнение (12) примет вид
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где введен частотный параметр )].1(2/[2  H
Соответствующие момент и перерезывающая сила (2) запишутся в виде:
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поэтому соответствующие граничные условия Mr(R) = 0, Qr(0) = 0 из (3) примут
вид

.0)0(,0)(  DRD (14)

Краевая задача (13), (14) имеет аналитическое решение, описывающее оптималь-
ное распределение жесткости пластины
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Заметим, что первое слагаемое в (15) всегда неотрицательно.
Выражения Ww и Kw из вариационного принципа (5) при оптимальном распре-

делении жесткости (15) запишутся в виде
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В выражении W opt также учтено изопериметрическое условие (7).
Оптимальная первая собственная частота колебаний при этом может быть найдена

из отношения Рэлея (6):
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Отсюда находим соответствующее значение для
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Подставляя его в выражение для (15), находим в итоге
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5. Определение диапазона значений для ПН

Полученная формула (17) выражает оптимальную жесткость пластины как функ-
цию от параметра ПН N0. Определим границы диапазона значений величины N0.

1. Минимальное значение ПН
Левая граница диапазона ПН может быть найдена из условия равенства нулю

оптимального значения собственной частоты, при которой происходит потеря
устойчивости предварительно сжатой пластины: .

00
min
0 opt 

 NN  Приравнивая нулю
выражение (16), получим выражение для критической начальной силы радиального
сжатия пластины ,min

0 N  где  = (4( + 1)/R2)D0. Соответствующий закон
оптимального распределения жесткости шарнирно опертой пластины при потере
устойчивости имеет вид
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2. Максимальное значение ПН
Правую границу диапазона ПН определим из условия неотрицательности функции

жесткости Dopt(r,N0)  0. В этом случае получим
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Таким образом, диапазон возможных значений ПН имеет вид N0 = [–, 3].

6. Численные расчеты. Анализ эффективности
оптимального решения

Для оценки эффективности полученного закона оптимального распределения
жесткости пластины проведем сравнение первой собственной частоты optopt 
в зависимости от величины ПН N0 в найденном диапазоне изменения [–, 3] с
аналогичными значениями первой собственной частоты  из задачи для однородной
пластины с постоянной жесткостью D0. Частота  в зависимости от величины ПН
может быть определена согласно закону ,/1)( cr000 NNN   где  2

0 /R
)(/0 HD   представляет собой первую собственную частоту для рассмотренной
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однородной пластинки без ПН (при N0 = 0). В случае свободного опирания с
граничными условиями (3) значение  = 4,977 приведено, например, в [29]; значение
соответствующей критической силы сжатия при потере устойчивости приведено,
например, в [30] и равно Ncr = –4,2D0/R2.

На рис. 2 приведены графики оптимального распределения жесткости Dopt(r, N0)
при различных значениях величины ПН N0 в указанном выше диапазоне при сле-
дующих параметрах пластины: R = 1,37 м, H = 0,05R, E = 200 ГПа,  = 0,29,  =
= 7850 кг/м3; штриховая линия – постоянная жесткость D0. Границы диапазо-
на значений ПН по отношению к упругому модулю составили 0/E = N0/(EH ) 
 [–0,0012, 0,0035]; соответствующее значение  1,61.107 H/м.

На рис. 3 представлены зависимости оптимальной первой собственной частоты
opt и частоты  для однородной пластины от величины ПН N0 (верхняя часть
рисунка), а также эффективность оптимального решения в процентном соотноше-
нии, вычисленная по формуле l = (opt – )/opt.100% (нижняя часть рисунка). Значе-
ния для частот для рассмотренной пластины при отсутствии ПН: opt = 309,18 рад/с,
0 = 276,56 рад/с. Отношение значений критической силы для оптимального и одно-
родного случаев .23,1/ min

0
opt
cr NN  Шкалы обеих осей абсцисс приведены в едином

масштабе.

Рис. 2. Оптимальная цилиндрическая жесткость пластинки Dopt(r, N0)
при различных значениях радиальных ПН N0
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Рис. 3. Зависимости оптимальной первой собственной частоты opt, частоты 
для однородной пластины и эффективности оптимального решения

в процентном соотношении от величины ПН N0
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Заключение

Исходя из полученных результатов, можно сделать вывод о том, что увеличение
начальной радиальной растягивающей силы в круглой шарнирно опертой пластине
приводит к снижению эффективности оптимизированной первой собственной частоты
по причине снижения влияния цилиндрической жесткости пластины как оптимиза-
ционного параметра (управляющей функции). В случае начального напряженного состо-
яния сжатия пластины оптимизация является более эффективной.
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Most studies in the field of optimization problems in the mechanics of the deformable solid
body are aimed at finding the optimal shape of structural elements, which most often leads to
the search for the optimal distributions of geometric characteristics for the considered objects
in order to ensure reducing the objects weight and improve their strength characteristics. At
the same time, with the advent of modern materials with variable physical and mechanical
properties, new relevant branches arose in the optimization problems, as well as the inverse
problems on the reconstruction of non-uniform variable characteristics. In this study, the
problem of steady-state oscillations of a prestressed inhomogeneous round elastic plate in an
axisymmetric formulation is considered. Variational and weak problem statements are presented.
The case of free oscillations of a plate simply supported along the contour is investigated; it is
shown that the eigenvalue problem is self-adjoint and quite definite. The problem of finding
the optimal distribution of the plates elastic modulus and the corresponding oscillation shape
in order to maximize the first natural frequency is considered. An isoperimetric condition for the
variable stiffness function is proposed. Based on the Rayleigh energy ratio, the minimum
principle for the first eigenvalue and the corresponding eigenfunctionis formulated. On the
basis of the variational principle, using the constructed Rayleigh ratio, the optimality condition
is formulated, and an explicit representation is obtained for the functions of the optimal oscillation
shape and optimal stiffness, taking into account the initial radial stretching or compression of
the plate. The range of possible values for the initial stress is determined. The results of
solving the problem via constructing optimal inhomogeneity laws for the stiffness function in
the class of smooth functions in the considered range of changes in initial stresses are obtained
and analyzed.

Keywords: plate, variable stiffness, inhomogeneity, prestress, optimization, weak formulation,
variational principle, Rayleigh's ratio, natural frequency.
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