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С использованием полученных ранее уравнений движения тонких мо-
ментных упругих оболочек постоянной толщины с произвольной срединной
поверхностью построены уравнения движения изотропной моментной сфе-
рической оболочки в усилиях и «перемещениях» (кинематических парамет-
рах). При этом учитывалась метрика срединной сферической поверхности,
в качестве криволинейных координат которой используются две угловые ко-
ординаты стандартной сферической системы координат с началом в центре
срединной поверхности.

Сначала записывается замкнутая система, включающая в себя уравнения
движения в физических компонентах тензоров внутренних усилий и момен-
тов, а также в дополнительных аналогичных характеристиках, соответствую-
щих моментным свойствам модели, и физические соотношения. Затем ис-
ключением физических соотношений система сводится к двенадцати урав-
нениям движения в кинематических параметрах, записанным в операторном
виде. При этом коэффициенты операторов в частных производных упроща-
ются за счет пренебрежения слагаемыми, имеющими более высокий поря-
док малости относительно толщины оболочки. Несмотря на громоздкость
системы, ее форма получается компактной. Граничные условия не приводят-
ся, поскольку оболочка считается замкнутой.

С помощью введения аналогичных используемым в классической тео-
рии оболочек дополнительных гипотез (пренебрежение обжатием нормаль-
ного волокна, гипотеза Кирхгофа – Лява о связи тангенциальных составляю-
щих вектора угла поворота нормального волокна с нормальным перемеще-
нием, а также гипотеза о связи нормальной к срединной поверхности части
координаты вектора угла поворота с его тангенциальными составляющими)
число уравнений и неизвестных уменьшается. Для проведения этой проце-
дуры строится вариационное уравнение Гамильтона, учитывающее налага-
емые гипотезами связи кинематических параметров, которое затем преобра-
зуется с помощью обобщенной теоремы Остроградского – Гаусса.

Ключевые слова: изотропная тонкая моментная упругая оболочка, урав-
нения движения в усилиях и кинематических параметрах.
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Введение

Модель моментной теории упругости с независимыми полями перемещений и
вращений применяется при описании напряженно-деформированного состояния
(НДС) композитов, зернистых гранулированных, порошкообразных и сыпучих
материалов, а также при построении неклассических моделей тонкостенных кон-
струкций (стержней, пластин и оболочек). В настоящее время теория упругости трех-
мерных моментных сред разработана достаточно полно, и по этому вопросу имеется
много публикаций. Не претендуя на полноту, отметим некоторые из них [1–3].

Количество публикаций, посвященных моментным упругим оболочкам, огра-
ничено. Из них отметим статьи [4–6]. В частности, в [5] используются функционал
Гамильтона и разложения в степенные ряды по нормальной координате с заменой их
частичными суммами.

Различные вопросы, связанные с гипотезой Сен-Венана, особенностями гра-
ничных условий, наличием отверстий и воздействием температурного поля, для
цилиндрических оболочек рассмотрены в [7–10]. В статье [11] рассматривается уп-
ругая моментная пологая оболочка под действием заданного нестационарного тем-
пературного поля Коссера. При использовании предположений типа Тимошенко
построены уравнения движения. Рассмотрены примеры статики шарнирно опертой
прямоугольной в плане сферической оболочки и динамики свободно опертой квад-
ратной пластины, а также устойчивости круговой цилиндрической оболочки под
действием равномерно распределенной температуры.

Наиболее простым в изучении оказывается поведение упругих моментных
пластин и стержней. Этим вопросам посвящены статьи [12–19]. В [15] построены
уравнения равновесия при использовании ряда упрощающих гипотез. В статьях [16–
19] с использованием модели Коссера дана постановка задачи о движении пластины
постоянной толщины. Построены асимптотические уравнения, распадающиеся на
соотношения, описывающие НДС и краевой эффект.

Общая теория динамики упругих моментных оболочек построена в [20]. С ее
использованием в предлагаемой статье получены уравнения движения замкнутой
моментной упругой сферической оболочки.

Уравнения движения в усилиях

Рассматривается сферическая изотропная моментная упругая оболочка с радиу-
сом R и постоянной малой толщиной h:

.1/ Rh (1)

Ее материал описывается моделью Коссера [21]. Далее используем построенные
в [20] начально-краевые задачи для такой произвольной оболочки в криволинейной
системе координат 1, 2, x3 с базисом, состоящим из ортов э1, э2 в плоскости,
касательной к срединной поверхности, и единичного нормального к ней вектора n.

Для сферической оболочки конкретизируем систему криволинейных коорди-
нат как сферическую с началом в центре срединной поверхности и углами 0  1 =
= 2  , – < 2 = 2  . Используя ее метрику [22], записываем уравнения
движения в физических компонентах (им соответствуют нижние индексы в виде
координат с опусканием их индексов) вектора перемещения u = (ui + i x3)эi + (w +
3x3)n, вектора угла поворота  = (i + ix3)эi + ( + 3x3)n, тензоров тан-



170

генциальных усилий и моментов T = T ijэiэj и M = M ijэiэj, векторов перерезываю-
щих усилий и дополнительных моментов T i3эi, T 3iэi и M i3эi, M 3iэi, нормального
усилия N, а также аналогичных связанных с моментными свойствами среды величин
R = Rijэiэj и S = S ijэiэj, Ri3эi, R3iэi и S i3эi, N:
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В соотношениях (6)–(9) учтено, что поскольку рассматриваются тонкие оболочки,
для которых выполняется соотношение (1), то в соответствии с (10) имеет место
асимптотическое равенство r2 = O(h2), h  0. Поэтому в коэффициентах дифферен-
циальных операторов здесь и далее малые слагаемые отброшены.

Уравнения движения в «перемещениях»
(кинематических параметрах)

Вместо системы уравнений (2)–(5), (6)–(9) удобнее пользоваться уравнениями
в «перемещениях» (кинематических параметрах). Для их построения подставляем
(6)–(9) в (2)–(5). В результате получаем
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Здесь дифференциальные операторы Lij определяются следующим образом (осталь-
ные операторы тривиальные):

,2,2)(,)(],)([1)( 1315
2

2
3

134211  














R

Lw
R

wLuul
R

uL

,)(1)(,)(
sin
1)( 42

2

17
2

5

2
212 

















 


 l

R
r

R
Lul

R
uL

;)(),()(),()(
2

3
311,115

2

10,112

2

18 





  R
LL

R
rLL

R
rL

],)([1)(,)(
sin
1)( 6222

2

5

2
221 


 








 uul

R
uLul

R
uL

),()(),()(,
sin

)( 21

2

271524
22

2
3

23  






 L
R
rLLLw

R
wL

),()(,)(1)( 15

2

2962

2

28  










 L

R
rLl

R
r

R
L

);()( 323
3

311,2 



 LRL

,4)(1)(),()(),()( ][ 13233233212
3

31 wwl
R

wLuLuLul
R

uL 






 



174

),()(),(2)(),(2)( 31
3

3731
3

3523
3

34 


 











 LRLLRLLRL

),(2)(),()( 23
3

2

3923
3

38 


 







 LrLLRL

;2)(1)(),(2)( 3332

2

311,331
3

2

10,3 
















 
 l

R
r

R
LLrL

),(2)(),()( 23
3

431542 wL
J

RwLuL
J

uL






 

,)(
sin
1)(,4

)(1)(
2

8

2
24522

7
44 


















 





 





l
JR

L
RR

l
J

L

),()(),()(),()( 45

2

10,4154813
3

3
46  







 L
R
rLL

J
LL

J
L

;
)(1)(),()( 2

7
2

49313
3

312,4



















 


 R
lr

JR
LL

J
RL

),(2)(),()( 13
3

531551 wL
J

RwLuL
J

uL






 

,2),()( 1323
3

3
56 




 L
J

L

,
)(

sin
1)(),()(

2

8

2
2541557 







 



l
JR

LL
J
RL

),()(,4)(1)( 54

2

5922
9

55 


 













 





 L
R
rL

RR
l

J
L

),()(,)(1)( 323
3

312,52
9

2

10,5 















 


 L

J
RL

R
ulr

JR
L

),()(),(2)(),(2)( 31
3

3
6431

3
6223

3
61  












 L
J

LuL
J

RuLuL
J

RuL

,4)(1)(),()( 2
1

326623
3

3
65 














 








 
 R

l
RJ

LL
J

L

),()(),()( 23
3

10,631
3

69 


 







 L
J
RLL

J
RL

),(1)(),(1)(,2)(1)( 1272172713332

2

312,6 
 











 uL

R
uLuL

r
uLl

R
r

JR
L

,
)(1)(),()(),()( 22

4
771527513

3
273 





















 





rR
l

LL
r
RLwL

r
RwL

),()(,2)(),()( 313311,710,71278 



  LL
R

LLL



175

),(1)(),()(),(2)( 282822181323
3

312,7  



 uL
r

uLuLuLLRL

),()(),()(,
sin

)( 218715284
22

283 
 







 LLL
r
RLw

Rr
wL

),()(),()(,)(1)( 323311,8158922
6

88 



 







 


 LLLL
rR

lL

),(2)(),()();(2)( 23
3

931592313
3

312,8 wL
J

wLuL
J

uLLRL










 

),()(),()( 159813
3

296 
 







 L
J

LL
Jr

RL

),()(,)(1)( 45952

2

7394 


 










 RLL

r
Rl

JR
L

),()(,
)(1)( 4510,922

7
99 


 














 LL

rR
l

J
L

);()(),(2)( 313
3

3
312,9323

3
311,9 








 L
J

LL
J

RL

),()(,)(2)(),()( 23
3

26,1013
3

3,10151,10 










 
 L

Jr
RLwL

J
wLuL

JR
uL

,)(1)(,)()(),()( 22
9

5,10544,10157,10 



 








 


 rR

l
JR

LLLL
J

L

,)(1)(,)()( 22
9

10,10549,10 



 





 


 rR

l
J

LLL

),()(;)()(),(2)( 31
3

21,11323
3

3
312,10313

3
311,10  











 uL
r

RuLL
J

LLRL

,2)()(),()( 2333,1123
3

22,11 w
Rr

wl
R

wLuL
r

RuL











 


),(2)(),()(),()( 23
3

9,11238,11317,11  



 LRLLLLL

,2)(1)(),(2)( 32
2

332311,1131
3

10,11 



 









 

 r
l

R
LLRL

),()(),(2)(),(2)( 31
3

24,1231
3

2,1223
3

1,12  











 L
Jr

RLuL
J

uLuL
J

uL

,2)(1)(),()( 2326,1223
3

25,12 



 










 
 r

l
RJR

LL
Jr

RL

),()(),(2)(),(2)( 31
3

3
9,1231

3
8,1223

3
7,12  












 L
J

LL
J

RLL
J

RL



176

.2)(1)(),()( 32
2

332312,1223
3

3
10,12 



 










 
 r

l
RJ

LL
J

L

В последних равенствах для операторов использованы обозначения:
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Упрощенные модели сферических оболочек

Во-первых, аналогично классическим упругим оболочкам [22–24] полагаем,
что обжатие нормального волокна отсутствует, то есть 3  0. При этом, естественно,
дополнительно следует положить 3  0. Во-вторых, подобно оболочке Кирхгофа –
Лява принимаем гипотезу прямой нормали, а также аналогичные предположения
относительно угла поворота. Это соответствует равенствам:

,0,
sin

11,1
2

2

2

2

222





































 
 tt

uw
R

uw
R

(10)
.0,

sin
11,1

2

2

2

2

222





































 
 ttRR

Для обеспечения этих гипотез необходимо наложить следующие ограничения на
:нагрузки внешние  m  0, 0~

2 Mm  и ,0~ Mm  ,0~ Mm ,0~
2 Mm .0~

2 Mm При
этом записанное в физических величинах вариационное уравнение для основной
модели будет иметь вид [20]:

.0)()(
6

1

10

7

10

1

10

1
2

22

1









































  
   

dSwwL
t
w

pwLdt i
i i j

jij
j

i
ijij

t

t

Преобразовывая его с учетом связи (10) кинематических параметров и использова-
нием обобщенной теоремы Остроградского – Гаусса [23], получим систему уравне-
ний движения оболочки:
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Заключение

Построены уравнения нестационарного движения тонкой упругой моментной
сферической оболочки. Полученная система содержит двенадцать уравнений и
достаточно громоздкая. Показано, что при использовании дополнительных гипотез
она существенно упрощается и включает всего шесть уравнений. При решении кон-
кретных задач, по крайней мере, сначала есть смысл рассматривать осесимметричные
                       полагая, что искомые функции не зависят от угла 2. При этом число
уравнений и неизвестных дополнительно сокращается.
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EQUATIONS OF MOTION
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Using the previously obtained equations of motion of thin moment elastic shells of constant
thickness with an arbitrary middle surface, the equations of motion of an isotropic moment
spherical shell in terms of forces and “displacements” (kinematic parameters) are constructed.
In this case, the metric of the middle spherical surface is taken into account, as the curvilinear
coordinates of which two angular coordinates of the standard spherical coordinate system
with the origin at the center of the middle surface are used.
First, a closed system is written down, which includes the equations of motion in the physical
components of the tensors of internal forces and moments, as well as additional similar
characteristics corresponding to the moment properties of the model, and physical relationships.
Then, by excluding physical relations, it is reduced to twelve equations of motion in kinematic
parameters, written in operator form. In this case, the coefficients of partial derivative operators
are simplified by neglecting terms that have a higher order of smallness relative to the thickness
of the shell. Despite the bulkiness of the system, it is written in a compact form. Boundary
conditions are not written, since the shell is considered closed.
By introducing additional hypotheses similar to those used in the classical theory of shells
(neglecting the compression of a normal fiber, the Kirchhoff – Love hypothesis about the
connection between the tangential components of the rotation angle vector of a normal fiber
and normal displacement, as well as the hypothesis about the connection between the normal
to the middle surface part of the coordinate of the rotation angle vector and its tangential
components) the number of equations and unknowns decreases. To carry out this procedure,
a variational Hamilton equation is constructed, which takes into account the connections
between kinematic parameters imposed by the hypotheses, and then the corresponding one is
transformed using the generalized Ostrogradsky – Gauss theorem.

Keywords: isotropic thin moment elastic shell, motion equations in forces and kinematic
parameters.
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