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Èññëåäóþòñÿ âîïðîñû îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèé èç äèñ-
êðåòíîãî íàáîðà ìàòåðèàëîâ. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ïðîâîäèìûõ èññëåäî-
âàíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äîïóñòèìûå ïåðåìåííûå ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà äèñêðåòíûõ âåëè÷èí. Â êà÷åñòâå îïòèìèçèðó-
åìîãî ýëåìåíòà ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðóãèé ñòåðæåíü, ñîñòàâëåííûé èç ðàçëè÷íûõ
êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòåðæåíü íàõîäèòñÿ â
ñîñòîÿíèè ñæàòèÿ, âîçíèêàþùåãî âñëåäñòâèå åãî íàãðåâà è çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ.
Ôîðìóëèðóåìûå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è ñîñòîÿò â îïðåäåëåíèè îïòèìàëü-
íîãî ðàçìåùåíèÿ âäîëü ñòåðæíÿ òåðìîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, îáåñïå÷èâàþùåãî
ìèíèìóì ðàñïîðà, èëè ìàêñèìèçèðóþùåãî çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Ïðèâîäÿòñÿ îïèñàíèå ïðèìåíÿåìîãî ìîäèôèöèðîâàí-
íîãî ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà è ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëîêàëüíîé îïòè-
ìèçàöèè.

1. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ

Ïóñòü óïðóãèé ñòåðæåíü ðàñïîëîæåí âäîëü îñè x ( lx ££0 ) è çàêðåïëåí íà
êîíöàõ â òî÷êàõ x = 0 è x = l. Çàêðåïëåíèå òàêîâî, ÷òî ïåðåìåùåíèÿ êîíöîâ ñòåðæíÿ
â íàïðàâëåíèè îñè x ðàâíû íóëþ:

,0)()0( == luu (1)

ãäå u(x) − ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé âäîëü îñè x. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòåðæåíü
ñîñòîèò èç äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà ìàòåðèàëîâ, ðàñïðåäåëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî
âäîëü îñè x è õàðàêòåðèçóåìûõ ìíîæåñòâîì ïàðàìåòðîâ

{ } ,,...,2,1,,, riE iii =ra (2)

ãäå Ei − ìîäóëü Þíãà, αi − êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ, ρi − ïëîòíîñòü
ìàòåðèàëà, i − íîìåð ìàòåðèàëà, r − ÷èñëî ìàòåðèàëîâ. Ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññìàòðèâà-
åìûõ ïàðàìåòðîâ (ïåðåìåííûõ ïðîåêòèðîâàíèÿ) âäîëü ñòåðæíÿ (E(x), α(x), ρ(x))
ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè, îïðåäåëåííûìè íà îòðåçêå lx ££0 .
Â êàæäîé òî÷êå ],0[ lxÎ  ýòè ôóíêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç çàäàííîãî êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà, òî åñòü
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.,...,2,1},{)(},{)(},{)( rixxExE iii =rÎraÎaÎ (3)

Â äàëüíåéøåì ïðèìåíèì ïàðàìåòðèçàöèþ ñóùåñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà,
èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ t = t(x) ( ],0[ lxÎ ), ïðèíè-
ìàþùóþ çíà÷åíèÿ t = ti = i èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà, òî åñòü ][ itt i =Î , è òàêóþ, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

,,...,2,1,))((,))((,))(( rixtxtExtE iii =r=ra=a= (4)

â ñëó÷àå, åñëè  t(x) = ti = i. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòåðæåíü íàõîäèòñÿ â íåäåôîðìè-
ðîâàííîì (åñòåñòâåííîì) ñîñòîÿíèè ïðè íåêîòîðîé íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðå T. Ïðè
íàãðåâå ñòåðæíÿ äî òåìïåðàòóðû T + ∆T áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå
ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè σ è äåôîðìàöèÿìè ε [1]:

).( TE Da-e=s (5)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

,,
dx
du

S
P

=e-=s (6)

áóäåì èìåòü

,)0()(
00
òò aD+-=-
ll

dxT
SE

dx
Pulu (7)

ãäå S − ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ, à P > 0 − ñæèìàþùàÿ ñèëà (ðåàêöèÿ
çàêðåïëåíèÿ èëè ðàñïîð), äåéñòâóþùàÿ íà íåîäíîðîäíûé óïðóãèé ñòåðæåíü. Èñ-
ïîëüçóÿ óñëîâèÿ çàêðåïëåíèÿ (1) è ñîîòíîøåíèå (7), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ
ðàñïîðà:

,
2

1

J

J
TP D= (8)

ãäå ôóíêöèîíàëû J1 è J2 îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

.,
0

2
0

1 òò =a=
ll

SE
dx

JdxJ (9)

Åñëè ïîä äåéñòâèåì âîçíèêàþùåé ïðè íàãðåâå ñæèìàþùåé ñèëû P ïðîèñõîäèò
ïîòåðÿ óïðóãîé óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîëèíåéíîé ôîðìû ñòåðæíÿ, òî ðàñïðåäåëåíèå
ïîïåðå÷íûõ ïðîãèáîâ w = w(x), îïðåäåëÿþùèõ îòêëîíåíèå èñêðèâëåííîé îñè
ñòåðæíÿ îò îñè x, îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷åé íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
( ],0[ lxÎ ) [2]:

,0=+ PwEIwxx (10)

.0)()0( == lww (11)

Çäåñü I − ìîìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ îòíîñèòåëüíî îñè, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè èçãèáà è ïåðåñåêàþùåé íåéòðàëüíóþ îñü ñòåðæíÿ; íèæíèé
èíäåêñ îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî x. Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëèðîâêà
êðàåâîé çàäà÷è â âèäå (10), (11) ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ ñòåðæíÿ



40

â øàðíèðàõ. Èç ñîîòíîøåíèé (10), (11) ïóòåì óìíîæåíèÿ óðàâíåíèÿ ïîòåðè óñòîé-
÷èâîñòè (10) íà w è èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ ñ ó÷åòîì óêàçàí-
íûõ êðàåâûõ óñëîâèé (11) ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû ïîòåðè óñòîé-
÷èâîñòè çàêðåïëåííîãî â øàðíèðàõ ñòåðæíÿ

.
4

3

J
J

P = (12)

Ôóíêöèîíàëû J3 è J4 çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

.,
0

2

4
0

2
3 òò ==

ll

x dx
EI
w

JdxwJ (13)

Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ âåëè÷èíû ñæèìàþùåé ñèëû, âûçûâàþùåé
ïîòåðþ óïðóãîé óñòîé÷èâîñòè (12), è âåëè÷èíû ñæèìàþùåé ñèëû (ðàñïîðà), âîçíè-
êàþùåé â ðåçóëüòàòå íàãðåâà (8), ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ äëÿ âåëè÷èíû êðèòè÷åñ-
êîãî íàãðåâà, ïðèâîäÿùåãî ê âûïó÷èâàíèþ ñòåðæíÿ:

.
41

32

1

2

JJ

JJ

J

J
PT ==D (14)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îòûñêàíèÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè P è ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ôîðìû âûïó÷èâàíèÿ ñòåðæíÿ w(x) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê ðåøåíèå
êðàåâîé çàäà÷è (10), (11) ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ
è ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó çíà÷åíèþ ôîðìû w(x), òàê è ìèíèìèçàöèÿ ðýëååâñêîãî
ñîîòíîøåíèÿ (12)

4

3min
J
J

P
w

= (15)

íà êëàññå êèíåìàòè÷åñêè äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé w(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì (11). Âòîðîé ñïîñîá ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåàëèçàöèþ âàðèàöèîí-
íîãî ïðèíöèïà Ðýëåÿ.

2. Ìèíèìèçàöèÿ ðàñïîðà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåëè÷èíà  ∆T çàäàíà è ÷òî ñòåðæåíü èìååò öèëèíäðè÷åñêóþ
ôîðìó, òî åñòü S(x) = S0, ãäå S0 − çàäàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ðàñïîðà P çà ñ÷åò îòûñêàíèÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé
ôóíêöèè t(x) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, íàêëàäûâàåìûõ íà ìàññó M(t) ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ:

,
)(
)(

min
2

1
min tJ

tJ
TP

t
D= (16)

,
))((

1
)(,))(()(

00
2

0
1 òò =a=

ll

xtE
dx

S
tJdxxttJ (17)

,))(()( 0
0

0 MdxxtStM
l

£r= ò (18)

,},0,,...,2,1,{)( 01 lxxnixxxtxt niii ===<<= - (19)
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ãäå M0 > 0 − çàäàííàÿ ïðåäåëüíî äîïóñòèìàÿ ìàññà ñòåðæíÿ. Çàäà÷à îïòèìèçàöèè
(16)−(19) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè íåàääèòèâíîãî ôóíêöèîíàëà,
îïðåäåëÿåìîãî âûðàæåíèÿìè (16), (17) è ðàññìàòðèâàåìîãî íà êëàññå äîïóñòèìûõ
êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ïåðåìåííûõ ïðîåêòèðîâàíèÿ (19), óäîâëåòâîðÿþùèõ èçîïåðè-
ìåòðè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó (18) è îïðåäåëÿþùèõ ñòðóêòóðó íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ
(êîëè÷åñòâî îáëàñòåé, çàíèìàåìûõ êàæäûì èç ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòåðèàëîâ, ðàç-
ìåðû ýòèõ îáëàñòåé è ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ). Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû ti â (19) ïðè-
íàäëåæàò çàäàííîìó äèñêðåòíîìó ìíîæåñòâó: },...,2,1{ rti Î .

Åñëè îãðàíè÷åíèå ìàññû (18) íå ïðèíèìàåòñÿ â ðàññìîòðåíèå èëè åñëè ýòî
îãðàíè÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì, òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ðåàëèçóåòñÿ  â ñëó÷àå
îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ èç ìàòåðèàëà ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì ïðîèçâåäåíèÿ ìîäóëÿ
Þíãà è êîýôôèöèåíòà ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ (µ = Eα):

.min)(
1

min1 jj
rj
EE a=a=m

££
(20)

×òîáû äîêàçàòü äàííîå óòâåðæäåíèå, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íåîäíîðîäíûé
ñòåðæåíü. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íåîäíîðîäíûé ñòåð-
æåíü ñîñòîèò èç n îäíîðîäíûõ ÷àñòåé, äëèíû êîòîðûõ ðàâíû nkl k ,...,2,1,)( =D ,
ïðè÷åì

....222111 rrr EEE a = m<<a = m<a = m (21)

Âûïîëíÿÿ äàëåå ñëåäóþùåå îöåíèâàíèå:
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D= åå

==

(22)

óñòàíàâëèâàåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

.)()( 11 PPP i =m³m (23)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè (16)−(19) â îáùåì ñëó÷àå, òî åñòü ñ ó÷åòîì
èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà (18), ïðèìåíèì ïîäõîä (ìåòîä øòðàôíûõ ôóíê-
öèé), îñíîâàííûé íà ìèíèìèçàöèè ðàñøèðåííîãî ôóíêöèîíàëà Ja, îïðåäåëÿåìîãî
ôîðìóëàìè:

),()( 0
2

1
0 MM

J

J
TMMPJa -l+D=-l+= (24)





>−≥
≤−

=
,0åñëè,0

,0åñëè,0

00

0

MM

MM

λ
λ (25)

ãäå λ0 − ïîëîæèòåëüíûé øòðàôíîé ìíîæèòåëü. Ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíê-
öèîíàëà Ja èç (24)−(25) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà çàäà÷è M0 íàõîäèòñÿ ñ
ïðèìåíåíèåì ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà [3]. Ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ l = 1, à èíòåðâàë
[0, 1] èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé x ðàçáèâàåòñÿ òî÷êàìè xi,  i = 1, 2, ..., n, íà n − 1 ðàâíûõ
èíòåðâàëîâ äëèíû ∆x. Íà êàæäîì èç íèõ âåëè÷èíû α, E, ρ ìîãóò ïðèíèìàòü
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ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âûáðàííîìó ìàòåðèàëó. Íîìåð ìàòåðèàëà
ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 1 äî 6. Ðàññìàòðèâàåìûå ïîïóëÿöèè ñîñòîÿò èç N
èíäèâèäóóìîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé äîïóñòèìûå ïðîåêòû êóñî÷íî-îäíîðîäíîãî
ñòåðæíÿ. ×èñëî N â ïðîöåññå îáíîâëåíèÿ ïîïóëÿöèé îñòàåòñÿ íåèçìåííûì, ïðè÷åì
ïîëàãàåòñÿ ÷åòíûì. Êàæäûé j-é èíäèâèäóóì ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ íàáîðîì
âåëè÷èí t(j, i), ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé ïðîåêòèðîâàíèÿ â
óçëîâûõ òî÷êàõ ðàçáèåíèÿ. Ñ ïðèìåíåíèåì ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ðàçûñêèâàåòñÿ
"íàèëó÷øèé" èíäèâèäóóì, òî åñòü íàáîð t(j, i), äëÿ êîòîðîãî äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì
ðàñøèðåííîãî ôóíêöèîíàëà.

Ïåðâûé øàã àëãîðèòìà ñîñòîèò â èíèöèàëèçàöèè ïîïóëÿöèè, êîòîðàÿ çàêëþ-
÷àåòñÿ â ïðèñâîåíèè êàæäîìó ýëåìåíòó t(j, i) ñëó÷àéíîãî çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà
[1,�, 6]. Äëÿ îïðåäåëåííûõ òàêèì îáðàçîì èíäèâèäóóìîâ (j = 1,�, N ) íà÷àëüíîé
ïîïóëÿöèè âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ðàñøèðåííîãî ôóíêöèîíàëà Ja(j) è íàõîäèòñÿ
èíäèâèäóóì ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì äàííîãî ôóíêöèîíàëà. Èñïîëüçîâàíèå
íà÷àëüíûõ äàííûõ íà ñëåäóþùèõ øàãàõ àëãîðèòìà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íîâóþ
ïîïóëÿöèþ èç N èíäèâèäóóìîâ è âûïîëíèòü äàëüíåéøóþ ïîñëåäîâàòåëüíóþ ìèíè-
ìèçàöèþ ôóíêöèîíàëà Ja.

Íà âòîðîì øàãå àëãîðèòìà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûé îòáîð N/2 ïàð
èíäèâèäóóìîâ − "ðîäèòåëåé" ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ â ïîñëåäóþùåì N/2 ïàð èíäèâè-
äóóìîâ − îòïðûñêîâ, êîòîðûå ñîñòàâÿò íîâóþ ãåíåðàöèþ. Âûáîð ïåðâîãî ðîäèòåëÿ
("à") ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäàåòñÿ íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî NT è çàòåì
âûáèðàþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì NT èíäèâèäóóìîâ, èç êîòîðûõ ñîõðàíÿåòñÿ îäèí,
äîñòàâëÿþùèé íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëó Ja. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
âòîðîé ðîäèòåëü ("b") è ñîñòàâëÿåòñÿ ïåðâàÿ ïàðà èíäèâèäóóìîâ. Âñåãî ñîñòàâëÿåòñÿ
N/2 òàêèõ ïàð.

Òðåòèé øàã àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè äâóõ ïîòîìêîâ îò êàæäîé ðîäè-
òåëüñêîé ïàðû èíäèâèäóóìîâ. Äëÿ ýòîãî çàäàåòñÿ íåêîòîðîå ïîñòîÿííîå ÷èñëî èç
ïðîìåæóòêà [0, 1], êîòîðîå íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ñêðåùèâàíèÿ pCO. Çàòåì äëÿ
êàæäîé ïàðû ðîäèòåëåé ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíîå ÷èñëî pr èç ïðîìåæóòêà [0, 1] è
ñëó÷àéíîå ÷èñëî m èç ïðîìåæóòêà [1,�, n]. Åñëè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî COr pp £ , òî
äëÿ îòïðûñêîâ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ïðîåêòèðîâàíèÿ â óçëàõ i = 1,�, m êîïèðóþòñÿ
ó ñâîèõ ðîäèòåëåé "à" è "b", à çíà÷åíèÿ ýòèõ âåëè÷èí â óçëàõ ñ íîìåðàìè i =  m +  1,
�, n "ñêðåùèâàþòñÿ". Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîòîìêà "à" êîïèðóþòñÿ çíà÷åíèÿ
â ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàõ ðîäèòåëÿ "b" è íàîáîðîò. Ïîñëåäîâàòåëüíûé ïåðåáîð âñåõ
ðîäèòåëüñêèõ ïàð è âûïîëíåíèå îïèñàííûõ îïåðàöèé ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ N
èíäèâèäóóìîâ − ïîòîìêîâ, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò íîâóþ ïîïóëÿöèþ.

×åòâåðòûé øàã àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ìóòàöèè ïîëó÷åííîé íîâîé ïîïóëÿöèè.
Ýòîò øàã íåîáõîäèì âî èçáåæàíèå "çàñòðåâàíèÿ" ïðîöåññà ïîèñêà ìèíèìóìà â
ëîêàëüíîì ìèíèìóìå ðàññìàòðèâàåìîãî ôóíêöèîíàëà. Äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîöåäóðû
ìóòàöèè çàäàåòñÿ íåêîòîðûé äîñòàòî÷íî ìàëûé (~ 0,05) ïàðàìåòð pm (âåðîÿòíîñòü
ìóòàöèè). Çàòåì äëÿ êàæäîãî óçëà êàæäîãî èíäèâèäóóìà ïîïóëÿöèè ãåíåðèðóåòñÿ
ñëó÷àéíîå ÷èñëî pr èç ïðîìåæóòêà [0, 1], è, åñëè mr pp £ , çíà÷åíèå ïåðåìåííîé
ïðîåêòèðîâàíèÿ â äàííîì óçëå çàìåíÿåòñÿ íà ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå çàäàííûì îãðàíè÷åíèÿì. Â óçëàõ ñ íîìåðàìè  i = 1 è i = n ïðîöåäóðà
ìóòàöèè äëÿ âåëè÷èí t(j, i) íå îñóùåñòâëÿåòñÿ. Äëÿ íàéäåííîé íîâîé ïîïóëÿöèè
âû÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëû Ja(j) è âûáèðàåòñÿ íàèëó÷øèé èíäèâèäóóì, ïîñëå ÷åãî
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä êî âòîðîìó øàãó àëãîðèòìà. Îòìåòèì, ÷òî åñëè íàèëó÷øèé
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Ðèñ. 1

a)

b)

c)

d)

e)

îòïðûñê èç íîâîé ïîïóëÿöèè îêàçûâàåòñÿ "õóæå" íàèëó÷øåãî ðîäèòåëÿ èç ïðåäû-
äóùåé ïîïóëÿöèè, òî îí çàìåíÿåòñÿ ýòèì ðîäèòåëåì. Òàêèì îáðàçîì, äîñòèãàåòñÿ
ìîíîòîííîñòü â ïîèñêå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà.

Ñ ïðèìåíåíèåì îïèñàííîãî âûøå ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà áûëè îïðåäåëåíû
îïòèìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðèàëà t(x). Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû âû÷èñëèòåëüíîãî
ïðîöåññà ïîëàãàëèñü ðàâíûìè ñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì: n = 21, N = 10, NT = 4, pCO =
= 0,5,  pm = 0,05. Âû÷èñëåíèÿ ïî ïðèìåíÿåìîìó àëãîðèòìó çàâåðøàëèñü ïîñëå ãåíå-
ðàöèè 75000 ïîïóëÿöèé. Äëÿ çàäàííîãî íàáîðà èç øåñòè ìàòåðèàëîâ, õàðàêòåðèñòèêè
êîòîðûõ ïðèâåäåíû â òàáë. 1 [4], ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ ñëåäóþùèõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà W0 = gM0 = 7,75; 7,8; 8,0; 8,5; 9,0 (g − óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ) ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 2 è íà ðèñ. 1 (âàðèàíòû à, b, c, d, e ñîîòâåòñòâóþò
çíà÷åíèÿì W0 = gM0 = 12,0; 9,0; 8,5; 8,0; 7,8).

Òàáëèöà 1
Êîýôôèöèåíò

¹ Ìàòåðèàë Ìîäóëü ëèíåéíîãî Óäåëüíûé µ = Eα
 ìàòåðèàëà Þíãà ðàñøèðåíèÿ âåñ

E.10−5, ÌÏà α.106, ãðàä−1 ρg.10−4, Í/ì3

1 Ìîëèáäåí 3,3 5,6 10,2 18,48
2 Ñòàëü 1Õ17Ð2 2,0 10,3 7,75 20,6
3 Ëàòóíü Ë68 1,1 19 8,6 20,9
4 Ñòàëü 30ÕÃÑÀ 1,98 11,0 7,85 21,78
5 Ñòàëü 2Õ13 2,2 10,1 7,75 22,22
6 Ñòàëü 20Õ 2,07 11,3 7,74 23,391

Òàáëèöà 2
¹ ï/ï Îãðàíè÷åíèå ïî âåñó Âåñ ñòåðæíÿ Ðàñïðåäåëåíèå

W0 = M0g W = Mg ìàòåðèàëîâ ïî ñòåðæíþ
1 7,75 7,75 2-é − 20 èíòåðâàëîâ
2 7,8 7,75 2-é − 20 èíòåðâàëîâ
3 8,0 7,995 1-é − 2 èíò., 2-é − 18 èíò.
4 8,5 8,485 1-é − 6 èíò., 2-é − 14 èíò.
5 9,0 8,975 1-é − 10 èíò., 2-é − 10 èíò.

Èç òàáë. 2 âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà W0  óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëî
èíòåðâàëîâ, çàíÿòûõ ìîëèáäåíîì, êîòîðûé
õàðàêòåðèçóåòñÿ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì
ïàðàìåòðà µ = Eα = 18,48. Ïîêàçàííûå íà
ðèñ. 1 íàéäåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðèàëà
ñîäåðæàò ïîäîáëàñòè, çàíÿòûå ìîëèáäåíîì
(îêðàøåíû â òåìíûé öâåò), è ïîäîáëàñòè,
çàíÿòûå ñòàëüþ 1Õ17Í2 (íå îêðàøåíû).

Îòìåòèì îäíî âàæíîå ñâîéñòâî îïòè-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðèàëîâ âäîëü
íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ, ïîëó÷àåìîãî èç
ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ðàñïîðà (16)−
(19). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì íåêîòîðîå äîïóñ-
òèìîå ðàñïðåäåëåíèå t = t(x) ( lx ££0 )
ìàòåðèàëîâ èç (19):
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,],0[,meas],,0[,)(1 lllxtxtt iiiii =WW=ÌWÎ== U (26)

ãäå iW  ñîñòîèò èç ïîäîáëàñòåé ],[ 1 kk xx - , äëÿ êîòîðûõ t1 = ti, è èìååò îáùóþ äëèíó
li. Íàðÿäó ñ ðàñïðåäåëåíèåì (26) ðàññìîòðèì äðóãîå äîïóñòèìîå ðàñïðåäåëåíèå
ìàòåðèàëîâ t = t2(x) ( lx ££0 ) èç (19):

,],0[,meas,],0[,)(2 lllxtxtt iiiii =W¢W¢=ÌW¢Î== U (27)

ãäå iW¢  ñîñòîèò èç ïîäîáëàñòåé ],[ 1 kk xx - , äëÿ êîòîðûõ t(x) = ti, è èìååò òó æå îáùóþ
äëèíó li, ÷òî è iW  èç (26). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðèàëîâ t =
= t1(x) è t = t2(x) õàðàêòåðèçóþòñÿ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèîíàëîâ J1 è J2,
òàê êàê

,)()(,)()( 2
2

1
2

2
1

1
1 tJtJtJtJ ==

è, ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàâëÿþò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå îïòèìèçèðóåìîìó ôóíêöèîíàëó
P. Äàííîå ñâîéñòâî óêàçûâàåò íà íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (16)−(19). Òàê,
íàðÿäó ñ ïðèâåäåííûìè íà ðèñ. 1 ðàñïðåäåëåíèÿìè ìàòåðèàëîâ îïòèìàëüíûìè áóäóò
è äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðèàëîâ, ïîëó÷àåìûå èç ïðèâåäåííûõ ïóòåì èçìåíåíèÿ
ðàñïîëîæåíèÿ  ïîäîáëàñòåé ñ ñîõðàíåíèåì îáùèõ äëèí li ó÷àñòêîâ, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ êàæäîìó èç èñïîëüçîâàííûõ ìàòåðèàëîâ.

3. Îïòèìèçàöèÿ óñòîé÷èâîñòè

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îïòèìèçàöèè óñòîé÷èâîñòè íàãðåòîãî íåîäíîðîäíîãî
ñòåðæíÿ ïðÿìîëèíåéíîé ôîðìû èç çàäàííîãî äèñêðåòíîãî íàáîðà ìàòåðèàëîâ, ïðåä-
ñòàâëåííûõ â òàáë. 1. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïåðåìåííóþ ïðîåêòèðîâàíèÿ t = t(x),
îïðåäåëÿþùóþ ñòðóêòóðó íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ (S(x) = S0, S0 − çàäàííàÿ êîíñ-
òàíòà), èç óñëîâèÿ ìàêñèìèçàöèè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, íàêëàäûâàåìûõ íà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïåðåìåííûõ ïðîåê-
òèðîâàíèÿ (19) è íà ìàññó ñòåðæíÿ (18). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷è-
âîñòè w èñïîëüçóåì ïðèíöèï Ðýëåÿ (12). Ïîëó÷èì
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J
~

 ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ íà ìàññó
ñòåðæíÿ (18) ïðèìåíèì ìåòîä øòðàôîâ, ñâîäÿ èñõîäíóþ çàäà÷ó (29), (18), (19) ê
çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè ïî t ðàñøèðåííîãî ôóíêöèîíàëà
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×èñëåííîå ðåøåíèå ïðèâåäåííîé çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ðàñøèðåííîãî ôóíê-
öèîíàëà îñóùåñòâëÿëîñü íà îñíîâå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Íà ïåðâîì
øàãå ñíà÷àëà ñ èñïîëüçîâàíèåì ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà âûïîëíÿëàñü ìèíèìèçàöèÿ
ïî w îòíîøåíèÿ J3/J4 (âíóòðåííÿÿ îïåðàöèÿ â êîíñòðóêöèè ðàñøèðåííîãî ôóíêöè-
îíàëà (30)) è íàõîäèëàñü êðèòè÷åñêàÿ ñèëà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíÿ äëÿ
íåêîòîðîãî çàäàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðèàëîâ t = t(x) ( lx ££0 ) ïî äëèíå
ñòåðæíÿ. Äàííîå ðàñïðåäåëåíèå óäîáíî âçÿòü èç ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííîé âûøå
çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ðàñïîðà ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì îãðàíè÷åíèè íà ìàññó ñòåðæíÿ.
Ïðè ýòîì èíäèâèäóóìû ïîïóëÿöèè õàðàêòåðèçóþòñÿ íàáîðîì çíà÷åíèé w(j, i),
îïèñûâàþùèì ôîðìó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè  ñòåðæíÿ â óçëîâûõ òî÷êàõ. Îñíîâíûå
ïàðàìåòðû ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà (N, n, NT, pCO, pm) ïðèíèìàëè òå æå çíà÷åíèÿ,
÷òî è ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ðàñïîðà. Âñåãî ãåíåðèðîâàëàñü 1000
ïîïóëÿöèé. Çàòåì äëÿ ïîëó÷åííîãî îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ w(j, i) îñóùåñò-
âëÿëàñü îïòèìèçàöèÿ ðàñøèðåííîãî ôóíêöèîíàëà ñ ïðèìåíåíèåì ãåíåòè÷åñêîãî
àëãîðèòìà è îïðåäåëÿëîñü îïòèìàëüíîå â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ðàñïðåäåëåíèå t(j,
i) ìàòåðèàëîâ ïî äëèíå ñòåðæíÿ. Ïðè ýòîì òàêæå ãåíåðèðîâàëàñü 1000 ïîïóëÿöèé,
èíäèâèäóóìû êîòîðûõ õàðàêòåðèçóþòñÿ íàáîðîì çíà÷åíèé t(j, i). Äàëåå îñóùåñò-
âëÿëñÿ ïåðåõîä êî âòîðîìó øàãó è äëÿ íàéäåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðèàëîâ t(j, i)
îïðåäåëÿëàñü êðèòè÷åñêàÿ ñèëà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è íîâàÿ ôîðìà âûïó÷èâàíèÿ
w(j, i) è ò.ä. Îòìåòèì, ÷òî íà êàæäîì øàãå ïîñëåäîâàòåëüíîé îïòèìèçàöèè
îïðåäåëÿåìîå çíà÷åíèå ðàñøèðåííîãî ôóíêöèîíàëà ñðàâíèâàëîñü ñî çíà÷åíèåì,
âû÷èñëåííûì íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Åñëè îêàçûâàëîñü, ÷òî ïðîèçîøëî íå
óâåëè÷åíèå, à óìåíüøåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà, òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå èñê-
ëþ÷àëîñü èç ðàññìîòðåíèÿ è îñóùåñòâëÿëñÿ âîçâðàò ê ïðåäûäóùåìó øàãó. Ýòîò
øàã âûïîëíÿëñÿ çàíîâî äëÿ íîâîé èíèöèàëèçàöèè çàäà÷è ñ ó÷åòîì çàäàííûõ îãðàíè-
÷åíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ÷òî îáåñïå÷èâàëî ìîíîòîííîñòü ïîèñêà ìàêñèìóìà.

Ïðè ðåøåíèè îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ïðîâîäèëèñü ðàñ÷åòû äëÿ ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà W0 = gM0 è îñóùåñòâëÿëîñü 100 øàãîâ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-
áëèæåíèé. Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ îïòèìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðè-
àëîâ ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.

c)

d)

b)

a)

Ðèñ. 2
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Âàðèàíòû ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðèàëîâ a, b, c, d ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ïàðà-
ìåòðà çàäà÷è W0 = gM0 ðàâíîãî 9,0; 8,5; 8,0; 7,75. Èíòåðâàëû ðàçáèåíèÿ ñòåðæíÿ,
çàíÿòûå ìîëèáäåíîì (ïåðâûé ìàòåðèàë), âûäåëåíû òåìíî-ñåðûì öâåòîì. Â ñâåòëî-
ñåðûé öâåò îêðàøåíû èíòåðâàëû, çàíÿòûå ñòàëüþ 1Õ17Í2 (âòîðîé ìàòåðèàë),
íåîêðàøåííûå èíòåðâàëû çàíÿòû æàðîïðî÷íîé ñòàëüþ 2Õ13 (ïÿòûé ìàòåðèàë).
Èç ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 2 ðàñïðåäåëåíèé âèäíî, ÷òî îïòèìàëüíîå ðàñïîëîæåíèå
ìàòåðèàëîâ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñòåðæíÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
îäèíàêîâûõ óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ åãî êîíöîâ. Ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà M0 , òî
åñòü ïðè ñìÿã÷åíèè îãðàíè÷åíèÿ íà ìàññó ñòåðæíÿ, óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî
èíòåðâàëîâ, çàíÿòûõ ìàòåðèàëîì ñ íàèìåíüøèì êîýôôèöèåíòîì ëèíåéíîãî
ðàñøèðåíèÿ α (ìîëèáäåí). Èç ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 2 ðàñïðåäåëåíèé òàêæå âèäíî,
÷òî íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ðàñïîëîæåíèå ìîëèáäåíà â öåíòðàëüíîé ÷àñòè
ñòåðæíÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (ãðàíò ¹ 05-08-18094-à), Ïðîãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ
øêîë (ïðîåêò ¹ 1245.2006.1) è Ïðîãðàììû ÎÝÌÌÏÓ ¹ 14 "Íàêîïëåíèå ïîâðåæ-
äåííîñòè, ðàçðóøåíèå, èçíàøèâàíèå è ñòðóêòóðíûå èçìåíåíèÿ ìàòåðèàëîâ ïðè èí-
òåíñèâíûõ ìåõàíè÷åñêèõ, òåìïåðàòóðíûõ è ðàäèàöèîííûõ âîçäåéñòâèÿõ".
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NONLOCAL OPTIMIZATION OF THERMOELASTIC ROD MADE
FROM DISCRETE SET OF MATERIALS WITH APPLICATION

OF GENETIC ALGORITHM

N.V. Banichuk, S.Yu. Ivanova, E.V. Makeev, F. Ragnedda

The problems of optimal design of structures from discrete set of materials are investigated. Specific
peculiarity of performed studies consists in the fact that the admissible design variables take the
values from the given set of discrete values. Elastic rod built up from different piecewise homo-
geneous materials is considered as an optimized structural element. It is supposed that the rod is
under compression aroused as a consequence of its heating and of clamping conditions. Formulated
optimization problems consists in finding of optimal thermoelastic material distribution along the
rod, which minimized the reaction force or maximized the critical buckling temperature. Modified
genetic algorithm and the results of its application for solution of nonlocal optimization problem
are presented.


