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Проведен анализ влияния внешней нелинейной кубической вязкости на
поведение консольного стержня, нагруженного сжимающей следящей силой.
При описании изгибных деформаций стержня использована модель балки Бер-
нулли – Эйлера. После перехода к безразмерным переменным получена форма
записи, в которой коэффициенты уравнения не зависят от коэффициента куби-
ческого вязкого трения. Это свидетельствует о независимости критической
нагрузки и частотных характеристик системы от уровня нелинейного затухания.
С использованием стандартной процедуры метода Бубнова – Галеркина с уче-
том первых двух форм собственных колебаний задача сведена к анализу нели-
нейной системы обыкновенных дифференциальных уравнений четвертого
порядка относительно обобщенных координат и обобщенных скоростей. Для
линейного варианта уравнений при малом затухании получены значения кри-
тической нагрузки в зависимости от соотношения коэффициентов демпфиро-
вания собственных форм. Выполнен анализ поведения системы с учетом рас-
смотренной кубической нелинейности с использованием метода нелинейных
нормальных форм. Задача сведена к анализу нелинейной динамической сис-
темы с одной степенью свободы. Для этого класса задач существуют конструк-
тивные аналитические методы качественного и приближенного количествен-
ного исследования. Из анализа зависимости первой ляпуновской величины от
параметра нагрузки определено критическое значение сжимающей силы, кото-
рое оказалось меньше значения, соответствующего системе без затухания (де-
стабилизирующее влияние внешнего нелинейного трения). При критическом
значении нагрузки в системе происходит бифуркация, в результате которой
нулевое положение равновесия становится неустойчивым сложным фокусом
первого порядка и рождается предельный цикл. С использованием метода
гармонической линеаризации построена зависимость амплитуды автоколеба-
ний от величины нагрузки.
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Введение

Консольный стержень, нагруженный осевой следящей силой, является класси-
ческим примером конструкции, на базе которой исследована устойчивость упругих
систем при наличии неконсервативных нагрузок. Простейшей моделью консольного
стержня служит двухзвенный маятник с вязкоупругими шарнирами (маятник Циг-
лера). Установлены две характерные особенности поведения этих систем [1–3]: коле-
бательный характер потери устойчивости типа флаттер при критических значениях
силы; дестабилизирующее влияние внутреннего затухания на устойчивость конст-
рукции. Обзор соответствующих публикаций представлен в [1, 4–6]. В последние
годы исследования проблемы ведутся в нескольких направлениях. Выполнен теоре-
тический анализ, объясняющий «парадокс дестабилизации» видом бифуркационной
диаграммы «зонтик Уитни» в окрестности критического значения нагрузки [4, 5, 7,
8]. Показано, что при учете нелинейных эффектов в исследуемых моделях при дости-
жении нагрузкой критического значения реализуется бифуркация Андронова – Хоп-
фа, в результате которой прямолинейная форма стержня теряет устойчивость и в
системе рождается предельный цикл [6, 9, 10]. Для подтверждения результатов теоре-
тических исследований разработаны экспериментальные установки. В [11–14]
следящая нагрузка создается реактивной струей на свободном конце стержня. Эти
исследования подтверждают факт потери устойчивости, дают оценку критической
силы. Использование неголономных связей для создания следящей нагрузки [15, 16]
дало возможность изготовить лабораторную установку для экспериментальных ис-
следований влияния демпфирования на величину критической нагрузки, подтвердить
факт режима автоколебаний для закритических параметров нагрузки. В [17] установ-
лено, что нелинейная внутренняя вязкость в материале стержня, как и линейная,
оказывает дестабилизирующее влияние. В настоящей статье получено значение кри-
тической силы при наличии в системе внешней нелинейной вязкости, установлен
характер бифуркации, дана оценка амплитуды возникающих автоколебаний.

1. Математическая модель

Рассматривается находящийся в среде жидкости или газа однородный упругий
стержень постоянного сечения длиной l, один конец которого жестко заделан, а на
второй действует сжимающая следящая сила P. При поперечных колебаниях на
стержень со стороны среды действует сила сопротивления. При малых скоростях
движения стержня эта сила прямо пропорциональна скорости, а при больших ско-
ростях – прямо пропорциональна квадрату скорости. В системе координат скорость–
сила характеристика силы сопротивления симметрична относительно начала коор-
динат и для ее аппроксимации используется кубическая парабола. Простейшее
уравнение поперечных колебаний такого стержня имеет вид
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В этом уравнении u – поперечные смещения точек оси стержня; x – координата
вдоль оси стержня; t – время; EI – изгибная жесткость стержня; m – его погонная
масса;  – коэффициент внутренней линейной вязкости; c, c0 – коэффициенты внеш-
ней линейной и нелинейной кубической вязкости. Уравнение (1) решается при гра-
ничных условиях
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Линейный вариант уравнения (1) согласуется с моделями из публикаций [1–4].
В [1, 18, 19] отмечено, что без учета демпфирования приближенное решение задачи
(1), (2) методом разложения функции перемещений по формам собственных ко-
лебаний дает отличие критической силы от точного значения менее 0,5%. Этот факт
можно рассматривать в качестве обоснования сложившегося подхода при решении
рассматриваемого класса задач, основанного на использовании двухчленного при-
ближения метода Бубнова – Галеркина. Переход к дискретной модели выполнен в
следующей последовательности. С использованием замены переменных
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уравнение (1) преобразуется к виду, содержащему только три коэффициента , c, p.
За счет введения для перемещений стержня нормировки, обратно пропорциональной

,0c  коэффициенты полученного уравнения становятся независимыми от коэффи-
циента c0 кубического вязкого трения. Это свидетельствует о влиянии уровня куби-
ческого вязкого трения только на амплитудные характеристики рассматриваемых
процессов и независимости от него критических нагрузок и частотных характери-
стик.

Переход к дискретной модели реализован с использованием разложения функции
перемещений U(, t) = u1(t)U1() + u2(t)U2() по нормированным формам собст-
венных колебаний Uk() линейного варианта задачи при  = c = p = 0. С исполь-
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где k – корни частотного уравнения изгибных колебаний консольно закрепленного
стержня, задача исследования устойчивости сводится к анализу системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений четвертого порядка относительно обобщенных
координат x1, x2 и обобщенных скоростей  y1,  y2:
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Точками над величинами обозначены производные по безразмерному времени .
Система уравнений (4) зависит от трех параметров h1, h2, b. Все остальные ко-

эффициенты принимают конкретные численные значения. Параметры h1, h2 учиты-
вают внешнее и внутреннее линейное вязкое трение. Параметр b характеризует ве-
личину осевой силы и связан с общепринятым безразмерным параметром нагрузки
p [1–4] последним соотношением в (3).

2. Критическая сила и критическая частота для линейной задачи

По аналогии с [1] для линейного варианта системы (4) получена зависимость
критической силы от соотношений коэффициентов демпфирования h2 = h1 при
малом затухании (h1  0). Значение критической силы соответствует переходу корня
 =h1s + j характеристического уравнения системы в правую полуплоскость [1].
Условие s = 0 дает возможность определить зависимость критического значения
параметра b и критической частоты от соотношений коэффициентов демпфирования
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Максимум функции b() реализуется при  = 1. Второй, устойчивый корень ха-
рактеристического уравнения определяется параметрами
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Из выражения для s2 следует, что вблизи критических значений параметра b
процессы, связанные с частотой 2, затухают, и поведение системы будет опреде-
ляться активной формой [20, 21], соответствующей частоте 1. Из рассмотрения
разности частот
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следует, что при  > 1 активной форме соответствует меньшая из двух частот
характеристического уравнения, а при  < 1 – большая. Из (5) с учетом (3) получено,
что при наличии в системе только внешнего трения  = 1,  p0 = 20,113, а при наличии
только внутреннего трения ,2

0   p1 = 10,685. Эти параметры хорошо согласуются
с известными значениями [1–4]. Вариант  = 1 также соответствует критической
силе p0 для конструкции без линейного затухания. Если внешнее нелинейное зату-
хание трактовать как линейное затухание с эффективным коэффициентом затухания,
зависящим от амплитуды колебаний, то, вероятнее всего, при ненулевой амплитуде
колебаний эффективные коэффициенты затухания для первой и второй форм будут
различными. А это означает, что для этого вида внешнего затухания неустойчивость
может быть реализована при нагрузках, меньших p0.

3. Критическая сила для случая кубического внешнего затухания

Рассматривается система уравнений (4) при наличии только нелинейного внеш-
него затухания (h1 = h2 = 0). Исследование проведено с использованием метода не-
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линейных нормальных форм [20, 21]. При таком подходе исходная задача сводится
к анализу нелинейной динамической системы с одной степенью свободы. Для этого
класса задач разработаны аналитические методы качественного и приближенного
количественного исследования [22–24].

При p < p0 для решения линейной задачи (4), порождающего активную форму,
можно записать соотношения:
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Параметр  может принимать значения +1 или –1 в зависимости от соотношения
нелинейных функций, характеризующих затухание в (4):
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Параметр ̂  является аналогом параметра  для линейной системы с малым за-
туханием. Численный анализ зависимости )(ˆ p  с учетом (4), (6), (7) показал, что в
диапазоне 0 < p < p0 для  = ±1 функция 67,1)(ˆ  p  и, следовательно, неустойчивой
форме соответствует меньшая из двух частот. Таким образом, для активной формы
следует использовать зависимости (6) при  = 1.

Следуя [20], нелинейную нормальную форму ищем в виде

),,(),,(,, 221211 vzFvyvzFzxvyzx  (8)

где F1, F2 – неизвестные нелинейные функции своих аргументов.
После подстановки (8) в первые два уравнения системы (4) получены уравнения

для  нормальной формы:

.0),(),(, 11
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После подстановки (8) во вторые два уравнения системы (4) с учетом (9) получены
уравнения для определения искомых нелинейных функций:
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При p < p0 в линейном приближении нулевое положение равновесия (z = v = 0)
уравнений (9) является особой точкой типа центр, поэтому при решении вопроса о
его устойчивости рассмотрены системы (9), (10) с учетом нелинейных слагаемых.
Выписанные с точностью до кубических слагаемых функции k (4) и функция F1

приобретают вид
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С учетом этих выражений для уравнений движения (9) справедлива запись
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2 vabczvbcvzbczbczvvz   (12)

Уравнения (10) с учетом (9), (11) с точностью до кубических слагаемых преобра-
зуются к виду:
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После подстановки (11) в уравнение (13), приравнивания коэффициентов перед
однотипными слагаемыми и решения полученной системы линейных уравнений
определены  коэффициенты c1, c3:

.
910

,)7(,6
422

212
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4
1 




HH

aa
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Устойчивость нулевого положения равновесия системы (12) определяется первой
ляпуновской величиной, для которой в соответствии с [23, 24] получено выражение

.)(3
4

][ 13
2

11 abcbcL 



 (15)

Численный анализ показал, что функция L1( p), задаваемая выражением (15),
имеет корень p = p 19,380. При p < p функция L1( p) < 0 и нулевое положение
равновесия уравнений (9) является устойчивым сложным фокусом первого порядка
[23], а при p < p < p0 функция L1( p) > 0 и нулевое положение равновесия является
неустойчивым фокусом. Полученное значение критической силы p меньше значения
p0, соответствующего системе без диссипации, что свидетельствует о дестабилизиру-
ющем влиянии нелинейного внешнего затухания.

4. Автоколебания

Факт рождения предельного цикла при бифуркационном значении параметра
p = p может быть установлен в результате рассмотрения второй ляпуновской ве-
личины [23], для вычисления которой требуется учет в уравнениях движения (10)–
(13) нелинейных слагаемых до пятого порядка включительно. Это является доста-
точно трудоемкой процедурой, в связи с чем для установления факта существования
предельного цикла и для оценки его параметров (амплитуды a и частоты ) ис-
пользован метод гармонической линеаризации [24]. В этом случае определяющие
движение системы функции имеют вид:

,,sin,cos  avaz

,2,1,sincos ][3  kBA kkk (16)

.sincos,sincos ][ 212211  DDFCCF

Из первого уравнения системы (10) следует: D1 = C2, D2 = –C1. С учетом этой
связи, а также соотношений (4), (8) для функций Ak (a,), Bk (a,) справедливы
выражения:
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В результате подстановки (16) в (10) получены два уравнения
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После подстановки (16) в (9) определены еще две связи

.0,0 1
3

1
22

1
3

2 )(  AbCaBbC (19)

Таким образом, для определения четырех неизвестных C1, C2, , a с учетом
связей (17) получена система четырех нелинейных алгебраических уравнений (18),
(19). В результате численного решения этой системы уравнений определена представ-
ленная на рис. 1 зависимость (сплошная линия) амплитуды предельного цикла от ве-
личины приложенной нагрузки в интервале p < p < p0.

На этом же рисунке показана соответствующая зависимость (штриховая кривая),
полученная в результате численного интегрирования системы уравнений (4) и уста-
новления режима автоколебаний.

Заключение

При отсутствии линейных механизмов потери энергии проведен анализ влияния
нелинейного кубического внешнего вязкого трения на динамику консольного стерж-
ня, нагруженного следящей осевой силой на свободном конце. Установлено, что
в этом случае критическая сила меньше значения, соответствующего конструкции
без потерь. Полученное значение критической силы не зависит от уровня потерь
энергии, что согласуется с результатами из [17], где исследовано влияние нелинейной
внутренней вязкости. При критическом значении нагрузки происходит бифуркация,
в результате которой нулевое положение равновесия становится неустойчивым слож-
ным фокусом первого порядка и рождается предельный цикл. Квадрат амплитуды
установившихся автоколебаний пропорционален уровню затухания (коэффициенту
кубического вязкого трения). Использованная процедура сведения исходной задачи
к анализу нелинейной системы дифференциальных уравнений второго порядка мо-
жет быть применена при исследовании широкого класса неконсервативных задач
теории упругой устойчивости с нелинейными упругими и диссипативными характе-
ристиками.
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INFLUENCE OF EXTERNAL CUBIC VISCOSITY ON THE DYNAMICS
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The analysis of the influence of external nonlinear cubic viscosity on the behavior of a cantilever
rod loaded with a compressive tracking force is performed. The Bernoulli – Euler beam model is
used for the describing of the rod bending deformations. After the transition to dimensionless
variables, we obtained the form of notation in which the coefficients of the equation do not depend
on the coefficient of cubic viscous friction. This indicates the independence of the critical load and
system frequency characteristics from the level of nonlinear attenuation. Using the standard
procedure of the Bubnov – Galerkin method, taking into account the first two forms of eigen
oscillations, the problem is reduced to the analysis of a fourth order nonlinear system of ordinary
differential equations with respect to generalized coordinates and generalized velocities. For the
linear version of the equations with low attenuation, the values of the critical load are obtained in
dependence on the ratio of the damping coefficients of the eigenforms. The behavior of the system
is analyzed taking into account the considered cubic nonlinearity using the method of nonlinear
normal forms. The problem is reduced to the analysis of a nonlinear dynamical system with one
degree of freedom. There are constructive analytical methods of qualitative and approximate
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quantitative research for this class of problems. The critical value of the compressive force was
determined by the analysis of the dependence of the first Lyapunov magnitude on the load parameter.
It turned out to be less than the value corresponding to the system without damping (the destabilizing
effect of external nonlinear friction). A bifurcation occurs in the system at the critical load value.
Therefore, the zero equilibrium becomes an unstable complex focus of the first order and a limit
cycle is born. The function of the self-oscillations amplitude of the load magnitude is constructed
using the harmonic linearization method.

Keywords: cantilever rod, tracking force, external nonlinear cubic viscosity, critical force, method
of nonlinear normal forms, bifurcation, amplitude of self-oscillations.


