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Представлен метод оптимизации выкладки в полимерных композицион-
ных материалах, позволяющий проводить оценку их прочности. Для оценки
напряженно-деформированного состояния каждого слоя используется орто-
тропная модель упругости, предполагающая, что волокна в материале парал-
лельны. Модель поведения материалов основана на критерии Хашина, с по-
мощью этого критерия возможно разделить механизмы разрушения матрицы
и волокна. Оценка прочности проведена в соответствии со структурным подхо-
дом, который предполагает исследование прочности каждого слоя в отдельно-
сти. Параметры модели деформирования и критерия прочности Хашина оп-
ределены по результатам испытаний однонаправленных образцов, вырезанных
под углами 0, 90 и 45° к направлению армирования. Верификация проведена
на основе испытаний образцов из полимерных композиционных материалов
на изгиб, в результате чего получено хорошее согласование расчетных значений
и экспериментальных данных. Разработан метод для выбора углов выкладки
каждого слоя материала, позволяющий рассчитать наибольшую прочность
цилиндрической оболочки при различных значениях внешних нагрузок. Метод
предполагает определение напряжений в каждом из слоев, а также индикаторов
Хашина, соответствующих разрушению волокна или матрицы при растяжении
или сжатии. По значениям индикаторов могут быть выбраны оптимальный
угол и схема выкладки, обеспечивающие наибольший запас прочности обо-
лочки. Этот метод позволяет проводить предварительную оценку запаса проч-
ности цилиндрических оболочек из полимерных композиционных материалов
на основе экспериментально определяемых упругих параметров материала и
параметров критерия прочности Хашина с учетом угла и схемы выкладки пре-
прега при воздействии внутреннего давления, осевой сжимающей силы и кру-
тящего момента.

Ключевые слова: прочность, цилиндрические оболочки, критерий Хашина,
полимерные композиционные материалы, упругие параметры.

Введение

В настоящее время для оптимизации массовых характеристик ряда ответствен-
ных изделий предполагается изготовление их элементов из полимерных компози-
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ционных материалов (ПКМ) [1]. Перспектива использования ПКМ в несущих
конструкциях предполагает проведение математических расчетов для оценки запасов
прочности этих конструкций [2]. Одной из актуальных задач при проектировании
конструкций из ПКМ является выбор направлений выкладки слоев материала,
позволяющих обеспечить необходимые запасы прочности изделия.

Разработка математической модели механического и прочностного поведения
материалов в машиностроении и смежных областях, как правило, проводится на
основе результатов прочностных испытаний. При моделировании поведения ПКМ
обязательно должна учитываться анизотропия их свойств [3, 4]. Для связи напря-
жений и деформаций в каждом слое ПКМ целесообразно использовать ортотропную
модель упругости, поскольку волокна в армированном материале параллельны [5, 6].
При расчете напряженно-деформированного состояния (НДС) методом конечных
элементов для моделирования ПКМ используется структурный подход, который
предполагает исследование прочности каждого слоя в отдельности, а не пакета в
целом. Для оценки прочности ПКМ необходимо разделять механизмы разрушения
волокон и матрицы [7]. Поэтому наиболее подходящим для оценки прочности таких
материалов является критерий Хашина [8, 9], который позволяет разделять вид
разрушения в зависимости от НДС материала. В настоящей статье приведено
решение задачи оптимизации выкладки слоев цилиндрической оболочки из ПКМ,
находящейся под действием внутреннего давления, осевой нагрузки и крутящего
момента.

1. Метод оценки запаса прочности ПКМ

1.1. Модель и критерий разрушения ПКМ. Толщина одного слоя ПКМ мала
по сравнению с двумя другими его размерами, поэтому в нем реализуется плоское
напряженное состояние. Такое напряженное состояние будет определяться только
компонентами 11, 22, и 12, зависимость от которых компонент тензора деформа-
ций ij и угловой деформации 12 будет иметь вид:
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где  12 – коэффициент Пуассона; E1 – модуль упругости в направлении волокна;
E2 – модуль упругости в направлении, перпендикулярном волокну, G12 – модуль
сдвига.

Согласно критерию Хашина, вводятся четыре индикатора, каждый из которых
ассоциируется с характерной формой разрушения слоя композитного материала:

t
fF  – растяжение волокна, c

fF  – сжатие волокна, 
t

mF  – растяжение матрицы  и c
mF  –

сжатие матрицы [9]. Разрушение происходит, если хотя бы один из индикаторов до-
стигает или превышает критическое значение, равное 1 [10].

Выражения критерия Хашина для каждого из четырех вариантов разрушения
имеют вид:
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Для проведения расчетов напряженно-деформированного и поврежденного
состояния конструкции из ПКМ необходимо найти параметры модели и критерия
прочности: X T – для волокна при растяжении в направлении армирования, X C – для
волокна при сжатии в направлении армирования, Y T – для матрицы при растяжении
поперек армирования, Y C – для матрицы при сжатии поперек армирования, S L –
при сдвиге в направлении армирования, S T

 – при сдвиге поперек направления
армирования.

1.2. Определение параметров материала. Параметры E1, E2, 12, G12, X
T, X C,

Y T, Y C, S L, S T определяются по результатам испытаний однонаправленных образ-
цов, вырезанных под углами 0, 90 и 45° к направлению армирования, на растяжение
и сжатие. По результатам испытаний образцов в направлениях 0 и 90°, где направ-
ления осей образца и выкладки материала совпадают, определяются модули Юнга,
коэффициент Пуассона [11] и характеристики, определяющие момент разрушения
при отсутствии сдвиговых напряжений:

.,,,,,
9000121290201
  

TCT YXXEEEE (6)

Для определения параметра Y C подставим в выражение (5) значения  напряжений
22 = 90°, 12 = 0, где 90° – значения напряжений в направлении, перпендикулярном
армированию, при сжатии, в момент разрушения при испытании монослоя на сжатие
в направлении поперек армирования и приравняем 

t
mF  к единице:

.
22

1 9090

22

90
CCT

C

T YYS

Y

S

 





















 




(7)

Решив это уравнение и приняв, что 22 не может быть больше нуля, получим
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Для определения модуля G12 и параметров S L и S T необходимо преобразование
из системы координат образца при испытаниях в направлении 45° относительно
армирования в систему координат материала (рис. 1). Система координат с направ-
ляющими ортами (ex, ey) представляет собой систему координат образца в испыта-
тельной машине. Вторая пара (e1, e2) связана с направлением армирования.

Рис. 1. Система координат образца и материала при испытаниях
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Связь компонент тензора напряжений ij с компонентами тензора угловых дефор-
маций ij в системе координат (e1, e2) для плосконапряженного состояния задается
соотношением (1) [12]. Компоненты тензора в двух системах координат связаны
формулами:
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где [T1], [T2] – матрицы поворота осей координат,
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Тогда для  = +45° (xx  0, yy  0, xy  0, xx  0,  yy  0, xy  0) выражения (9)
и (10) примут вид:
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или, с учетом (1):
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Выразив из (15) и (16) yy и подставив в (17), получим:
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где отношение xx/xx есть модуль упругости E45°, определяемый по результатам
экспериментов.

Для определения недостающих параметров материала по результатам испытаний
на сдвиг в плоскости слоя необходимо приравнять значения индикаторов 

t
mF  и 

c
mF  к

единице и решить полученные уравнения относительно параметров S L и ST. Опреде-
ленный таким образом параметр S L должен удовлетворять условию
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Если условие (19) не выполняется, то при моделировании испытаний образцов,
вырезанных под углом 45°, на сжатие индикатор 

c
mF  будет достигать значения 1 до

момента разрушения. В этом случае выражения для вычисления параметров S L и ST

определяются на основе результатов испытаний на сжатие:
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В соответствии с ГОСТ Р 56785-2015 испытания по определению характеристик
ПКМ проводятся на партии из не менее 5 образцов. При определении параметров
критерия прочности принимаются минимальные по партии значения характеристик

   4590045900
,,,,,  [13], а упругих параметров модели – средние значения

характеристик 
   4512900

,,, EEE  [14].

2. Результаты испытаний и расчетов

2.1. Проведение испытаний и верификация модели поведения ПКМ и крите-
рия прочности. Для определения параметров модели поведения и критерия проч-
ности были проведены испытания на растяжение и сжатие однонаправленных образ-
цов композиционного материала, изготовленного из углеродной ленты и эпоксидного
связующего, с направлениями выкладки слоев 0, 45 и 90°.

Для верификации модели поведения и критерия прочности были проведены
испытания образцов ПКМ с квазиизотропной выкладкой на трехточечный изгиб.
Верификация проводилась в программно-расчетном комплексе Abaqus, в среде
которого была создана конечно-элементная модель образца ПКМ. Моделирование
проводилось с использованием разработанной модели поведения и критерия проч-
ности, а также экспериментально определенных параметров (таблицы 1, 2) [15].



52

Таблица 1
Параметры модели поведения ПКМ

E1, ГПа E2, ГПа  12 G12, ГПа

142 8,56 0,352 5,8

Таблица 2
Параметры критерия прочности ПКМ

X T, МПа X C, МПа Y T, МПа Y C, МПа S L, МПа S T, МПа
1719 1053 54 214 172 107

Образец моделировался оболочечными элементами, сечение которого представ-
ляло собой набор из 16 слоев толщиной 0,125 мм, каждый с различным направлением
выкладки [16], суммарной толщиной 2 мм (рис. 2).

При моделировании испытаний на изгиб в конечно-элементной модели реали-
зована схема нагружения образца, аналогичная схеме нагружения при проведении
эксперимента [17]. Опоры и пуансон смоделированы с помощью трехмерных
жестких элементов, созданы взаимодействия между поверхностями образца и эле-
ментами оснастки. Нагружение образца моделировалось путем перемещения пуан-
сона (рис. 3). На рисунке обозначено: 1 – опоры, 2 – образец, 3 – пуансон.

По результатам расчета получена зависимость прогиба образца от прикладыва-
емой к пуансону нагрузки. Проведено сравнение этой зависимости с эксперименталь-
ными результатами (рис. 4). При моделировании трехточечного изгиба композитного
образца его верхние слои подвержены сжатию, а нижние – растяжению. На расчетной
диаграмме отмечен момент достижения индикаторами прочности значения, равно-
го 1: красным крестиком отмечен индикатор прочности волокна ,t

fF  который со-
ответствует разрушению волокна в нижнем слое, подверженном растяжению. Зе-

Рис. 2. Схема образца с квазиизотропной выкладкой
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Рис. 3. Схема нагружения образца ПКМ при изгибе
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леным крестиком обозначен индикатор прочности волокна ,c
fF  отвечающий за

разрушение волокна в верхнем слое, подверженном сжатию. Зеленым треугольником
обозначен индикатор прочности матрицы при сжатии .c

mF  Индикаторы прочности
определяют моменты разрушения отдельных слоев, предшествующих разрушению
образца.

Штриховыми линиями обозначены экспериментальные данные (зеленый цвет –
эксперимент 1, оранжевый – 2, серый – 3, желтый – 4, синий – 5), сплошной синей
линией обозначены результаты расчета. Точки разрушения образцов в эксперименте,
соответствующие резкому падению прикладываемой нагрузки, обозначены крас-
ными кружочками.

По результатам верификации модели поведения ПКМ можно сделать вывод о
том, что предложенная модель позволяет моделировать кинетику НДС и оценивать
момент разрушения слоев пакета ПКМ.

2.2. Определение оптимальных углов и выкладки препрега цилиндриче-
ской оболочки. Для оптимизации структуры композитной цилиндрической оболочки
был разработан метод для выбора углов выкладки препрегов, позволяющих обес-
печить ее наибольшую прочность при различных комбинациях внутреннего дав-
ления, осевой сжимающей нагрузки и крутящего момента.

Реализованы выкладки [+ /–], [0°/+ /–] и [0°/+ /90°/–], где  – перемен-
ный угол. Угол 0° соответствует оси цилиндрической оболочки [18]. Момент потери
устойчивости не учитывается. В качестве исходных данных задаются значения
внутреннего давления P, осевой сжимающей силы Fc, крутящего момента Mкр,
радиуса r и толщины H оболочки, упругие параметры материала E1, E2, 12 и значения
параметров материала X T, X C, Y T, Y C, S L, S T, используемые при оценке прочности
по критерию Хашина. Использование критерия Хашина позволило учесть влияние
напряжений сдвига на прочность материала. Предполагается, что в каждой выкладке
имеется равное количество слоев одинаковой толщины в каждом из заданных направ-
лений. По заданным значениям нагрузок оцениваются кольцевые к, осевые 0 и
касательные сд напряжения, возникающие в оболочке [19]:
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Рис. 4. Диаграмма испытаний образцов с квазиизотропной выкладкой на изгиб
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По заданным упругим параметрам материала вычисляется матрица жесткости в
осях материала ,][K  из которой затем с учетом (5) вычисляется набор матриц
жесткостей для каждого слоя в осях оболочки

T
11 ]]][ [[][ TKTKn  (25)

и вычисляется суммарная матрица жесткости пакета в осях оболочки

,
1

][
1

][



N

n
n N

KK (26)

где N – количество слоев.
Далее определяется тензор деформаций [] = [K] –1[], после чего с учетом (12)

проводится преобразование тензоров деформаций и напряжений в системе коорди-
нат, связанной с направлением армирования материала:

,][][ 2][  Tn (27)

.][ ][][ nn K  (28)

Зная напряжения во всех слоях, можно оценить значения индикаторов критерия
Хашина. Поскольку в каждом индикаторе критерия Хашина используется квадрат
отношения текущего значения напряжения к его предельному значению, для срав-
нения предельного состояния материала и оценки запаса прочности в каждом из
слоев используются квадратные корни из отношений.

2.3. Пример определения оптимальной выкладки слоев ПКМ. Проведены
расчеты для различных вариантов комбинаций нагрузок, действующих на цилинд-
рическую оболочку: внутреннего давления, осевой сжимающей силы и крутящего
момента. Определены нормальные и касательные напряжения в каждом из сло-
ев [20], а также индикаторы Хашина, соответствующие разрушению матрицы и во-
локна при растяжении и сжатии. Выбраны угол  и выкладка, для которых наиболь-
шее значение каждого из индикаторов прочности будет минимальным. В результате
определены оптимальные углы  и схемы выкладки препрега, обеспечивающие наи-
большую прочность при каждой из комбинаций нагрузок.

На рис. 5–10 синий цвет линий соответствует выкладке [+/–], оранжевый –
выкладке [0°/+/–], зеленый – выкладке [0°/+/90°/–]. На рис. 6а, 8а, 10а маркерами
в форме кружков обозначены напряжения 11, а в форме крестиков – напряжения
22. На рис. 6б, 8б, 10б кружки зеленого цвета соответствуют индикатору ,t

fF  кружки
красного цвета – ,c

fF  крестики зеленого цвета – ,t
mF  крестики красного цвета а – .c
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Рис. 5. Результаты расчета для случая воздействия внутреннего давления
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При воздействии внутреннего давления кольцевые напряжения к равны 45 МПа,
осевые 0 = 22,5 МПа, касательные сд равны нулю. Наибольший запас прочности
обеспечивает схема выкладки слоев [+/–] при угле  = 52° (обозначен крестиком
на рис. 5). При этом угле выкладки максимальным будет напряжение растяжения
волокна в осевом направлении 11 (рис. 6а). Разрушение в этом случае происхо-
дит при достижении единицы индикатором прочности матрицы на растяжение 

t
mF

в слое 2 (рис. 6б).
В случае воздействия внутреннего давления и осевой сжимающей силы коль-

цевые напряжения 
к
 = 45 МПа, осевые 

к
 = 163 МПа, касательные 

сд
 = 0. Макси-

мальному запасу прочности соответствует выкладка слоев [0°/+/90°/–] при угле
, равном 0° (обозначен крестиком на рис. 7). Максимальному напряжению при
таком угле выкладки соответствует напряжение сжатия волокна 

11
 (рис. 8а). Раз-

рушение оболочки происходит в результате сжатия волокна (индикатор )c
fF  в слоях

1 и 4 (рис. 8б).
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Рис. 7. Результаты расчета для случая воздействия
внутреннего давления и осевой сжимающей силы
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При одновременном воздействии внутреннего давления, осевой сжимающей
силы и крутящего момента к осевым и кольцевым напряжениям из предыдущего
случая добавляются касательные напряжения сд, равные 140 МПа. Максимальный
запас прочности будет обеспечиваться при выкладке [0°/+/–] и угле , равном
72° (обозначен крестиком на рис. 9). Максимальными напряжениями являются напря-
жения сжатия волокна 11. В этом случае разрушение происходит при сжатии волокна
в слоях 2 и 3.

Разработанный метод позволяет определять оптимальную выкладку и проводить
предварительную оценку запаса прочности цилиндрических оболочек из ПКМ на
основании экспериментально определяемых упругих параметров материала и пара-
метров критерия прочности Хашина с учетом угла и схемы выкладки препрега при
воздействии внутреннего давления, осевой сжимающей силы и крутящего момента.

Заключение

Для учета особенностей оболочечных изделий при проведении расчетов на проч-
ность целесообразно использовать структурный подход, позволяющий проводить рас-
четы изделий с различными вариантами выкладки слоев материала. Для оценки проч-
ности таких изделий следует использовать критерий, учитывающий отдельно прочность
волокон и связующего при растяжении и сжатии. Наиболее подходящим для оценки
прочности ПКМ является подход, основанный на критерии Хашина.

Разработанный метод идентификации параметров монослоя ПКМ по результатам
испытаний однонаправленных образцов на растяжение и сжатие под углами 0, 45 и
90° к направлению армирования позволяет проводить расчет НДС и оценку повреж-
денного состояния ПКМ с удовлетворительной точностью.

Рис. 9. Результаты расчета для случая воздействия внутреннего давления,
осевой сжимающей силы и крутящего момента
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Рис. 10. Результаты расчета для случая воздействия внутреннего давления,
осевой сжимающей силы и крутящего момента
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Приведенный метод позволяет проводить предварительную оценку запаса
прочности цилиндрической оболочки из ПКМ и оптимизацию угла и схемы выкладки
при воздействии различных комбинаций нагрузок, включая внутреннее давление,
осевую сжимающую нагрузку и крутящий момент.
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The article presents a method for layout optimization in polymer composite materials that allows
to assess their strength. In order to assess the stress-strain state of each layer, an orthotropic elasticity
model is used assuming that the fibers in the material are parallel. The behavior model of polymer
composite materials is based on the Hashin criterion, which makes it possible to separate the
destruction mechanisms of matrix and fiber. The strength assessment was carried out in accordance
with the structural approach involving studying the strength of each layer separately. The parameters
of the deformation model and the Hashin strength criterion were determined based on the results
of testing. Tests were carried out on unidirectional polymer composite materials samples cut at
angles of 0, 90 and 45° to the direction of reinforcement. The verification was based on the results
of bending tests of polymer composite materials samples. Verification showed high proximity
between the calculation results and the experimental data. A method for selecting the layout angles
of each layer of polymer composite materials has been developed making it possible to calculate
the greatest strength of the cylindrical shell under various external loads. The method involves
determining the stresses in each of the polymer composite materials layers, as well as Hashin
indicators corresponding to the destruction of the fiber or matrix under tension or compression.
Based on the indicator values, the optimal angle and layout pattern can be selected, providing the
greatest margin of safety for the shell. This method allows for a preliminary assessment of the
safety factor of cylindrical shells made of polymer composite materials based on the experimentally
determined elastic parameters of the material and the parameters of the Hashin strength criterion.
The method takes into account the angle and layout of the prepreg under the influence of internal
pressure, axial compressive force and torque.

Keywords: strength, cylindrical shells, Hashin criterion, polymer composite materials, elastic
parameters.


