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Исследуется задача деформирования образца, представляющего собой
композицию ортотропных тел, связанных адгезионным слоем, реализующая
смешанную моду нагружения I+II для материала слоя в окрестности трещино-
подобного дефекта. Трещиноподобный дефект в композите рассматривался в
виде как математического, так и физического разреза, толщина которого
была принята за линейный параметр. Использовано конечно-элементное
решение с упругим описанием материалов в состоянии плоской дефор-
мации. Для нахождения критических состояний анализировались значения
удельной упругой энергии в вершине трещиноподобного дефекта. Для мате-
матического разреза значения энергии связывались с коэффициентами ин-
тенсивности напряжений, а для физического разреза – с произведением ли-
нейного параметра и средней удельной свободной энергии на грани тупико-
вого конечного элемента адгезионного слоя. Средние по толщине слоя харак-
теристики определялись в рамках подхода Нейбера – Новожилова. При ма-
лом конечном значении линейного параметра показана сходимость произве-
дения линейного параметра и средней удельной свободной энергии к крити-
ческому значению удельной упругой энергии, найденному для модели трещи-
ны в виде математического разреза, при эквивалентном нагружении образ-
ца с физическим разрезом и стремлении линейного параметра к нулевому
значению. Для адгезионного слоя конечной толщины рассматривается энер-
гетический критерий разрушения, учитывающий разрыхление материала
за счет гидростатического давления. Разрыхление материала учитывалось
параметром, который определялся из решения задачи нормального разрыва
адгезионного слоя консолями двухконсольной балки с учетом критических
значений удельных энергий. Проведено сравнение расчетной критической
внешней нагрузки для постановки задачи с использованием слоя конечной
толщины и классическим представлением трещиноподобного дефекта в виде
математического разреза и слоя нулевой толщины при соответствующих
критериях разрушения.
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ПРОБЛЕМЫ ПРОЧНОСТИ И ПЛАСТИЧНОСТИ, т. 86, № 1, 2024 г.

* Выполнено за счет гранта РНФ №22-71-00003, https://rscf.ru/project/22-71-00003/ в
Тульском государственном университете.



37

Введение

В связи с применением композиционных материалов в различных отраслях про-
мышленности актуально изучение прочностных характеристик этих структур при
различных условиях нагружения. Из-за неоднородной структуры слоистых компо-
зитов вероятность разрушения или возникновения трещин в адгезионных соедине-
ниях этих материалов очень высока. В силу того, что толщины адгезионных соедине-
ний существенно уступают толщинам сопрягаемых ими несущих материалов компо-
зитов, разрушение адгезивов моделируют в виде продвижения математического
разреза в слоистой структуре [1–4]. Критериальная основа процесса разрушения в
этом случае базируется на подходах механики квазихрупкого разрушения [5, 6],
связанных с удельной энергией G, приходящейся на единицу площади образуемой
поверхности, в вершине трещиноподобного дефекта. Линейная механика разруше-
ния связывает величину G при смешанной моде нагружения I+II с коэффициентом
интенсивности напряжений 
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где  = 1 для плоского напряженного состояния;  = 1 – 2 для состояния плоской
деформации; E – модуль упругости тела;  – коэффициент Пуассона; KI – коэффи-
циент интенсивности напряжений для нагружения по моде I; KII – коэффициент
интенсивности напряжений для нагружения по моде II.

Критическое значение удельной энергии GC [5] определяет предельное состо-
яние трещины. В силу того, что в однородных изотропных телах устойчивый рост
трещины возможен при ее нагружении нормальным разрывом, условие постоянства
GC из (1) приводит к следующему критерию [7]: GIC = GI + GII или ,2
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где индекс IC определяет критическое значение соответствующей величины для
моды нагружения I.

Для ортотропных материалов один из вариантов критерия Гриффитса может
быть представлен в форме [8]: ,2

II
2
I

2
I KKK C   где  – постоянная, определяемая

прочностными характеристиками материала на сдвиг и растяжение. Напряженное
состояние в соответствующих структурах с дефектом в виде трещины может быть
определено с помощью подходов, рассмотренных в публикациях [9–12].

Для слоистых композитов, прочностные свойства адгезивов которых уступают
соответствующим характеристикам несущих слоев, возможно проводить экспери-
менты не только по устойчивому разрушению адгезионного слоя по моде I [13], но
и по моде II [14]. В этом случае критические значения энергии по моде I и моде II
могут отличаться в несколько раз [14]. Следуя работе [14], приведем характеристики
ряда адгезивов в таблице 1. Индекс 3 для модуля упругости и коэффициента Пуассона
при дальнейшем изложении будем относить к материалу адгезива.

Таблица 1
Механические свойства адгезивов

Механические свойства Araldite AV138 Araldite 2015 Sikaforce 7752
E3, ГПа 4,9 1,85 0,49

3 0,35 0,33 0,3
GIC, Дж/м2 140 540 3786
GIIC, Дж/м2 352 2958 5552
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Прямое использование (1) с учетом критических значений (см. табл. 1) приводит
к тому, что критическое значение удельной энергии при смешанной моде нагружения
рассматриваемых адгезивов не является постоянной величиной. В качестве критерия
разрушения в случае смешанной моды нагружения математического разреза может
использоваться взаимосвязь между величинами упругой энергии [15]:
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где 1, 2 – постоянные материала.
Постоянные 1, 2 полагаем равными, 1 = 2 [16]. Для нахождения постоянной

1 строится набор кривых при различных значениях 1 и проводится сравнение с
тестируемым образцом [14, 16, 17]. Согласно статье [14], для адгезивов Araldite AV138
и Araldite 2015 1 = 0,5, а для Sikaforce 7752  1 = 2. При этом физического обоснова-
ния выбора коэффициентов не приводится.

Наряду с критерием (2) для модели слоя конечной толщины 0 используем следу-
ющий критерий:

,sign1 II0 ])([ CG  (3)

где   – среднее по толщине слоя гидростатическое давление; 
 – средняя по толщи-

не слоя удельная (к единице объема) энергия изменения объема;   – средняя по
толщине слоя удельная (к единице объема) энергия изменения формы;  – параметр,
учитывающий разрыхление адгезива, рассчитываемый для конкретного адгезива
по формуле: ;I0III )/()( CCC GG  CI0 )(   – значение произведения линей-
ного параметра и энергии изменения объема при критической внешней нагрузке
адгезионного слоя нормальным разрывом.

В статье [18] показано, что при стремлении линейного параметра 0 к нулевому
значению произведения линейного параметра и средней удельной свободной энергии
имеют асимптотическую сходимость к удельной упругой энергии в вершине матема-
тического разреза. В критическом состоянии моды II, когда ,0II 

C  из (3) приходим
к равенству ,IIII0 CC G 

 а для моды I – к равенству .)( II0II0 CCCC G 
 В

настоящей статье при исследовании критического состояния трещиноподобного
дефекта адгезионного слоя, сопрягающего элементы несущего ортотропного ма-
териала, для состояния плоской деформации при смешанной моде нагружения I+II
предлагается использовать конечно-элементное решение соответствующих задач в
рамках комплекса ANSYS. Для критерия (2) используем модель трещины в виде
математического разреза. Для критерия (3) при определении средних по толщине
слоя характеристик используем подход Нейбера – Новожилова [19, 20]. В этом случае
адгезионный слой рассматриваем в виде квадратных в плане элементов с гранью
размером 0. Произведение линейного параметра и средней удельной свободной
энергии грани окончания физического разреза определяем по формуле:
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2/2 )( 121222221111  – удельная свободная энергия; 111, 22, 12 – ком-
поненты тензора напряжений; 11, 22, 12 – компоненты тензора деформаций.

Представим приращение удельной свободной энергии в виде суммы инвари-
антных слагаемых [21]:

, 

где  = 3(1 – 23)2/(2E3) – изменение удельной энергии деформации объема;  =
= (1 + 3)2/(2E3) – изменение удельной энергии деформации формы;  = (11 +
+ 22 + 33)/3 – гидростатическое давление; для состояния плоской деформации
33 = 3(11 + 22); σσ ~~2   – свертка девиаторных составляющих тензора напря-
жений.

Выделим из (4) произведение линейного параметра и средней удельной сво-
бодной энергии деформации объема:
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Используем анализ вычислительной сходимости (4), (5) при уменьшении пара-
метра 0 для нахождения критических состояний в рамках критерия (3).

1. Нахождение параметра разрыхления

Для нахождения параметра  используем расчетную схему двухконсольной балки
(ДКБ-образец) при нагружении адгезионного слоя нормальным разрывом (рис. 1).

Правый торец образца жестко закреплен от перемещений, на тела 1 и 2 действует
симметричная, равномерно распределенная по левым торцам нагрузка P. Остальная
поверхность образца свободна от нагрузки.

Тела 1 и 2 с одинаковыми толщинами h и механическими свойствами (табли-
ца 2) связаны адгезионным слоем 3 толщиной 0. Соответствующий ортотропный
материал консолей (carbon-epoxy) использовался при анализе критических состо-
яний [14].

Рис. 1. Схема нагружения адгезионного слоя ДКБ-образца нормальным разрывом
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Таблица 2
Механические свойства консолей

Модуль Юнга, ГПа Коэффициент Пуассона Модуль сдвига, ГПа

Ex1
 = 109  x1x2

 = 0,342 Gx1x2
 = 4,315

Ex2
 = 8,819  x1x3

 = 0,342 Gx1x3
 = 4,315

Ex3
 = 8,819  x2x3

 = 0,380 Gx2x3
 = 3,200

Направление оси x3 образует с направляющими векторами осей x1 и x2 правую
тройку.

Принимаем следующие геометрические характеристики образца: длина фи-
зического разреза a = 0,055 м, ширина консолей h = 0,0127 м, толщина образца (в
плоскости, ортогональной x1Ox2) b = 0,025 м, длина образца l = 0,245 м, толщина
физического разреза 0.

Критическую внешнюю нагрузку определяем в рамках модели трещины в виде
математического разреза и критических значений энергии для моды I (см. табл. 1)
в комплексе ANSYS. Результаты расчета критической нагрузки приведены в таб-
лице 3.

Таблица 3
Критическая нагрузка

Внешняя нагрузка Araldite AV138 Araldite 2015 Sikaforce 7752

P, МПа 1,640 3,220 8,527

При найденной критической внешней нагрузке проанализируем соответствую-
щие произведения линейного параметра и средней удельной свободной энергии
(4), (5) в зависимости от значения линейного параметра 0. В таблице 4 приведены
результаты расчетов для адгезива Araldite AV138, в таблице 5 – для адгезива Araldite
2015, в таблице 6 – для адгезива Sikaforce 7752.

Таблица 4
Результаты для адгезива Araldite AV138

0, м 0
–

IC, Дж/м2 0
–

IC, Дж/м2

10–2 150,24 43,56
10–3 137,23 55,76
10–4 136,25 57,07
10–5 136,04 56,79
10–6 135,59 56,52

Таблица 5
Результаты для адгезива Araldite 2015
0, м 0

–
IC, Дж/м2 0

–
IC, Дж/м2

10–2 678,19 237,16
10–3 600,56 279,84
10–4 577,70 278,22
10–5 571,48 277,33
10–6 569,49 277,07
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Таблица 6
Результаты для адгезива Sikaforce 7752

0, м 0
–

IC, Дж/м2 0
–

IC, Дж/м2

10–2 7300,02 2300,68
10–3 4546,79 2290,50
10–4 4104,33 2191,35
10–5 4020,49 2169,95
10–6 4002,11 2166,83

Из таблиц 4–6 видно, что для значения линейного параметра 0 = 10–6 м имеет
место сходимость произведения линейного параметра и средней удельной свободной
энергии (4) к критическим значениям (см. табл. 1). Наибольшая погрешность со-
ставляет 5,4% для адгезива Sikaforce 7752.

На рис. 2 показана зависимость относительного значения произведения ли-
нейного параметра и средней удельной свободной энергии от толщины адгезионного
слоя при приложении критической внешней нагрузки для адгезива Sikaforce 7752
(см. табл. 3).

Используем результаты расчетов произведения линейного параметра и средней
удельной свободной энергии деформации объема при 0 = 10–6 м для нахождения
параметра разрыхления рассматриваемых адгезивов. Результаты расчетов помещены
в таблице 7.

Таблица 7
Значение параметра разрыхления

Параметр Araldite AV138 Araldite 2015 Sikaforce 7752
 3,75 8,73 0,82

2. Анализ смешанной моды нагружения адгезива

Для анализа смешанной моды нагружения I+II исследуем схему нагружения
«single leg bending» (SLB-образец) [14] (рис. 3). Две ортотропные консоли с
одинаковыми механическими свойствами материала (carbon-epoxy), представлен-
ными в таблице 2, сопрягаются адгезионными слоями со свойствами из таблицы 1.
Нижний правый угол тела 3 жестко закреплен от перемещений, нижний левый торец
тела 1 взаимодействует с заделкой, ограничивающей в перемещении в вертикальном
направлении. На тело 1 действует удельная сила P, отнесенная к толщине образца.
Остальная поверхность образца свободна от нагрузки. Критическая удельная си-
ла Pcr подлежит нахождению при выборе рассматриваемых критериев разрушения.

10–6          10–5           10–4           10–3               0, м
1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

0
–

IC /GIC

Рис. 2. Зависимость произведения линейного параметра
и средней удельной свободной энергии от толщины слоя для адгезива Sikaforce 7752
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Для геометрических характеристик консолей SLB-образца, у которых расстояние
от воздействия нагрузки до опоры L = 0,1 м, начальная длина трещины a0 = 0,06 м,
ширина консоли h = 0,003 м, толщина образца (в плоскости, ортогональной x1Ox2)
b = 0,025 м, толщина адгезионного слоя 0, проведем сравнение значений критических
распределенных по ширине образца сил, получаемых в рамках критериев (2) и (3).
В расчетах использовался конечно-элементный комплекс ANSYS. Для критерия (2)
использовалась модель трещины в виде математического разреза.

На рис. 4 показано сравнение безразмерной критической силы от длины тре-
щиноподобного дефекта для рассматриваемых адгезивов. Критическая удельная сила
Pcr отнесена к максимальной критической силе ,max

crP  полученной для SLB-образца
с начальной длиной трещины a0 = 0,06 м при выполнении критерия (3). График 1
соответствует модели математического разреза при удовлетворении критерия (2),
график 2 – модели физического разреза при удовлетворении критерия (3).

Из рис. 4 видно, что максимальная погрешность между критическими нагруз-
ками составляет не более 25%. Однако при использовании критерия (2) выбор по-
казателей степени не очевиден, требуется проведение эксперимента.
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Рис. 3. Схема нагружения адгезионного слоя SLB-образца смешанной модой нагружения

Рис. 4. Зависимость безразмерной силы от длины трещины:
а) Araldite AV138, б) Araldite 2015, в) Sikaforce 7752
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Результаты расчетов критического значения энергии GI+IIC в рамках критерия (3)
и критического значения энергии GI+IIC для модели математического разреза и
критерия (2) для различных длин трещиноподобного дефекта представлены в таб-
лице 8.

Таблица 8
Значения критических значений удельной энергии

Удельная энергия, Дж/м2 Araldite AV138 Araldite 2015 Sikaforce 7752
a0 = 60 мм

GI+IIC 101,7 495,2 5740,4
G I+IIC 184,9 802,3 4336,9

a0 = 86 мм

GI+IIC 102,0 497,2 5780,1
G I+IIC 186,2 802,3 4336,9

a0 = 96  мм
GI+IIC 102,0 496,8 5773,3
G I+IIC 186,2 808,8 4345,9

a0 = 106 мм
GI+IIC 103,0 508,3 5972,8
G I+IIC 193,4 846,7 4405,2

a0 = 116 мм
GI+IIC 103,1 509,2 5984,8
G I+IIC 193,9 849,6 4408,6

a0 = 120 мм
GI+IIC 103,2 509,4 5991,6
G I+IIC 194,3 851,8 4411,0

Из таблицы 8 видно, что для определенных длин трещины критическое значение
удельной упругой энергии в ее вершине в рамках критерия (2) может оказаться как
меньше значения GIC, так и больше GIIC. При использовании критерия (3) крити-
ческое значение находится в диапазоне от GIC до GIIC.

Заключение

На основе конечно-элементной модели деформирования SLB-образца, реализую-
щего смешанную моду нагружения I+II тонкого адгезионного слоя, проведен анализ
критических состояний в рамках модели слоя нулевой толщины и слоя конечной тол-
щины. Для слоя конечной толщины в качестве критерия разрушения рассматривался
критерий, учитывающий среднее гидростатическое напряжение в слое. Нахождение
средних характеристик напряженно-деформированного состояния в слое определялось
в рамках подхода Нейбера – Новожилова на основе конечно-элементного решения.
Показано, что учет разрыхления тонкого слоя за счет положительного гидростатиче-
ского напряжения приводит к близкому результату для расчетной внешней нагрузки
по известной модели.
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A FINITE ELEMENT ANALYSES OF THE EFFECT OF HYDROSTATIC PRESSURE
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The problem of deformation of a sample, which is a composition of orthotropic bodies bound by
an adhesive layer, realizing a mixed loading mode I + II for the layer material in the vicinity of a
crack-like defect, is considered. A crack-like defect in a composite was considered both in the form
of a mathematical section and a physical section, the thickness of which was considered as a linear
parameter. A finite element solution with an elastic description of materials in a state of plane
deformation is used. To find critical states, the values of specific elastic energy in the tip of a crack-
like defect were analyzed. So, for the mathematical section, the values of energy were associated
with stress intensity factors and for the physical section with the energy product in the form of the
product of a linear parameter and the average specific free energy on the face of a dead-end finite
element of the adhesive layer. Finding the characteristics averaged over the layer thickness was
determined within the framework of the Neuber – Novozhilov approach. For a small finite value of
the linear parameter the convergence of the energy product to the critical value of the specific
elastic energy found for the crack model in the form of a mathematical cut is shown for equivalent
loading of the sample with a physical cut and the linear parameter tends to zero. For an adhesive
layer of finite thickness an energy fracture criterion is considered which takes into account the
loosening of the material due to hydrostatic pressure. The loosening of the material was taken into
account by the parameter which was determined from the solution of the problem of normal tension
of the adhesive layer by the cantilevers of the two-cantilever beam taking into account the critical
values of the specific elastic energy. A comparison is made of the calculated critical external load
for the formulation of the problem using a layer of finite thickness and the classical representation
of a crack-like defect in the form of a mathematical section and a layer of zero thickness under the
appropriate failure criteria.

Keywords: loading mode I+II, linear parameter, finite element method, Neuber – Novozhilov
approach.
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