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Предложен алгоритм расчета тонких оболочек на основе смешанного ме-
тода конечных элементов в двумерной постановке. Для корректного учета воз-
можных смещений оболочки как твердого тела в алгоритме реализована раз-
работанная тензорно-векторная форма интерполяционной процедуры искомых
величин, в качестве которых были выбраны тензоры деформаций и искривле-
ний в точке срединной поверхности и векторы перемещений данной точки.
Элементом дискретизации являлся четырехугольный фрагмент срединной
поверхности с узловыми неизвестными в виде перемещений и их первых произ-
водных, а также компонент тензоров деформаций и искривлений срединной
поверхности в узлах конечного элемента. После минимизации модифициро-
ванного смешанного функционала сформирована матрица жесткости конечного
элемента размером 3636. С целью верификации разработанного алгоритма
было выполнено решение ряда тестовых задач, имеющих аналитическое
решение, по расчету фрагмента эллиптического цилиндра, а также по расчету
оболочки с пружинными опорами, позволяющими смещаться эллипсоидальной
оболочке как абсолютно твердому телу. Анализ полученных результатов
показал, что при расчете фрагмента эллиптического цилиндра, расчетная схема
которого позволяет получить аналитическое решение, численные значения из-
гибающих моментов и нормальных напряжений совпадают со значениями, вы-
численными из условия статического равновесия. Анализ результатов расчета
эллипсоидальной оболочки, имеющей пружинные опоры, позволил сделать
вывод о том, что разработанная тензорно-векторная интерполяционная проце-
дура в смешанном варианте метода конечных элементов позволяет корректно
учитывать смещения оболочек как твердых тел и получать адекватную оценку
их напряженно-деформированного состояния.
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Введение

Учитывая все более широкое распространение оболочек в качестве конструк-
тивных элементов многих объектов техносферы, можно констатировать, что задача
численной реализации теоретических положений [1] в расчетах процессов дефор-
мированного и напряженного состояний инженерных конструкций остается актуаль-
ной. Среди численных методов прочностных расчетов таких объектов особенно
широкое распространение получил метод конечных элементов (МКЭ) в различных
формулировках [2]. Наиболее широко МКЭ использовался в формулировке метода
перемещений в линейных расчетах пластин и оболочек при учете гипотезы Кирхгофа
[3–9], а также при определении напряженно-деформированных состояний (НДС)
композитных конструктивных элементов инженерных сооружений [10, 11]. МКЭ
применялся в задачах нестационарного деформирования тонкостенных элементов
[12, 13]. На основе МКЭ в формулировке метода перемещений определялись пара-
метры НДС оболочек и пластин при конечных упругих деформациях [14–16]. Исполь-
зовался МКЭ в расчетах тонкостенных элементов при упругопластическом деформи-
ровании [17, 18] и в процессах резания металлических изделий [19]. Вполне успеш-
ным является применение МКЭ в расчетах оболочек и при использовании объемных
конечных элементов [20, 21]. Так же успешно МКЭ применялся при учете гипотезы
Тимошенко [22] и в смешанной формулировке [23].

Важным при реализации МКЭ является использование хорошо разработанной
теории аппроксимации искомых физических величин внутренней точки конечного
элемента через их значения в узлах элемента.

При выполнении прочностных расчетов в криволинейных системах координат
применение известных функций формы непосредственно к компонентам векторов
перемещений и к компонентам тензоров второго ранга является математически не-
корректным, так как у этих геометрических величин переменными являются векторы
базиса и их диадные произведения. Такая некорректность в результатах расчета эл-
липтической оболочки показана в [24], где использовался конечный элемент в форму-
лировке метода перемещений.

В настоящей статье при получении матрицы деформирования конечного элемен-
та в смешанной формулировке известные функции формы применены непосредст-
венно к векторным и тензорным величинам. Аппроксимирующие выражения ис-
комых величин получены после выполнения координатных преобразований, за-
ключающихся в использовании матричных выражений базисных векторов узловых
точек через базисные векторы внутренней точки конечного элемента и в использова-
нии матричных выражений диадных произведений базисных векторов узловых точек
через диадные произведения базисных векторов внутренней точки конечного эле-
мента.

1. Матрица податливости и столбец узловых усилий
конечного элемента

Смешанный функционал Рейсснера трехмерного напряженного состояния для
оболочки при учете гипотезы Кирхгофа без учета объемных сил записывается соотно-
шением
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где V – объем оболочки; F – площадь поверхности оболочки с заданной внешней
нагрузкой; {c}

T = {11 22 212 11 22 212} – строка деформаций и искривлений в
точке срединной поверхности, элементы которой определяются через узловые вели-

чины с использованием аппроксимирующих выражений; 
133616
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ции и искривления в точке срединной поверхности, определяемые соотношениями

Коши [25];
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U  – матрица-строка компонент вектора перемещения точ-

ки срединной поверхности; }{}{ 21
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 – матрица-столбец компонент вектора

внешней поверхностной нагрузки; 
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h  – матрица связи столбца продольных сил и

изгибающих моментов }{ 122211122211T}{ MMMNNNS  со столбцом деформа-
ций и искривлений в точке срединной поверхности {c}, компонуемая на основе
закона Гука [26].

В алгоритме реализованы два варианта интерполяционной процедуры: традици-
онная покомпонентная интерполяция отдельных компонент тензоров деформаций,
искривлений и вектора перемещения посредством узловых значений этих же самых
компонент, например [2]:
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и разработанная тензорно-векторная интерполяция, при которой в качестве интер-
полируемых объектов выбираются тензоры деформаций и искривлений и вектор
перемещения точки внутренней области четырехугольного элемента дискретизации
с узлами i, j, k, l, например

,, }{}{ }{}{}{}{}{}{ TT }{}{}{}{}{ lkjilkji   
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 (3)

где {}T, {}T – функции формы, представляющие собой билинейные соотношения
и произведения полиномов Эрмита третьего порядка локальных координат –1  
, –1    1 [24].

Посредством координатных преобразований, заключающихся в использовании
матричных выражений базисных векторов каждой узловой точки 

a


 через базисные
векторы внутренней точки конечного элемента ,a


 а также матричных выражений

диадных произведений базисных векторов каждой узловой точки 
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интерполяционные зависимости (3) можно представить в виде:
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Из анализа (4) следует, что при тензорно-векторной форме интерполяционной
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процедуры каждая компонента тензоров деформаций и искривлений зависит от уз-
ловых значений всех компонент вышеупомянутых тензоров, а не от узловых значений
компоненты одного какого-либо направления, как это реализуется в (2) при тради-
ционной для МКЭ форме покомпонентной интерполяции. То же самое можно сказать
и об интерполяции вектора перемещения точки внутренней области элемента дискре-
тизации через векторы перемещения узлов и производные этих векторов.

На основании (2) или (4) формируются матричные зависимости

}.]{[}{},]{[}{ узлузл UZUεTε  cc (5)

С учетом (5) функционал (1) примет вид
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где матрица [B] компонуется на основе соотношений Коши [1] для тонких оболочек.
Применяя к (6) процедуру минимизации по 
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систему матричных уравнений
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Из первого уравнения системы (7) можно выразить столбец }{ узл
cε

}.]{[][}{ узл1узл UQXε c (8)

В результате подстановки (8) во второе уравнение системы (7) можно получить
матричное соотношение

}.{}]{[][][ узл1T RUQXQ  (9)

С использованием (9) компонуются матрица жесткости и столбец узловых усилий че-
тырехугольного конечного элемента.

Верификация разработанного алгоритма выполнялась путем решения ряда тесто-
вых задач по расчету оболочек, в том числе допускающих смещения как абсолютно
твердого тела под действием заданной нагрузки.

2. Численные эксперименты

Эксперимент 1. В качестве тестовой была решена задача об определении НДС
консольного фрагмента эллиптического цилиндра, нагруженного вдоль свободной
образующей равномерно распределенной нагрузкой интенсивностью q = 0,1 Н/см,
направленной вдоль внешней нормали (рис. 1). Параметры эллипса поперечного
сечения были приняты равными a = 50 см, b = 10 см, E = 2,1107 Н/см2,  = 0,3,
толщина оболочки h = 0,2 см; длина образующей l = 1,0 см.
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Выбранная расчетная схема позволяет вычислить изгибающий момент M и
нормальные напряжения  в полярном направлении опорного сечения оболочки
( – полярный угол эллипса):

,cм/Н0,150/,cмН1 2  WMqlbM

где W = lh2/6 – момент сопротивления поперечного сечения.

Расчеты были выполнены в двух вариантах: в первом варианте был реализован
разработанный смешанный МКЭ с тензорно-векторной интерполяцией искомых
величин; во втором варианте был использован МКЭ в форме метода перемещений с
общепринятой интерполяцией компонент вектора перемещения [2].

Результаты повариантных расчетов представлены в таблице 1, в которой приве-
дены значения M, 

in
  и 

out
  (верхние индексы in и out указывают на внутреннюю

и внешнюю поверхности оболочки) в опорном сечении в зависимости от густоты
сетки узлов. Кроме того, в таблице приведены значения  на свободном конце, ко-
торые должны быть равны нулю. Угол  отсчитывается от оси OZ в плоскости YOZ.

Таблица 1

Варианты расчета

, рад M, Н·см I II
, Н/см2 Сетка узлов

231 261 291 2121 291 2121 2241 2361 2481

M –0,997 –1,000 –1,000 –1,000 –0,126 –0,397 –0,963 –0,996 –0,999
= 0 

in 150,2 150,5 150,5 150,5 19,0 59,8 145,0 149,9 150,4


out –149,1 –149,4 –149,4 –149,4 –18,9 –59,4 –143,9 –148,8 –149,3

= /2


in –5,99 –1,65 –0,542 –0,236 –494,6 –799,1 –356,1 –145,4 –78,3


out 6,32 1,57 0,505 0,218 –187,0 228,4 123,2 77,0 46,9

Как следует из таблицы, в первом варианте расчета наблюдается быстрая
сходимость и устойчивость численных значений M и   при относительно редкой
сетке узлов. Во втором варианте для достижения приемлемой точности значений
M и  понадобилось на порядок большее число элементов дискретизации, а на
свободном конце значения  далеки от нулевых значений даже при густой сетке
узлов, что подтверждает эффективность разработанного смешанного МКЭ по срав-
нению со стандартным МКЭ в форме метода перемещений.

Эксперимент 2. Был рассчитан эллиптический цилиндр единичной длины,
расчетная схема которого представлена на рис. 2. Были приняты исходные данные:
a = 50 см, b = 20 см, l = 1 см, h = 0,1 см, E = 2,1107 Н/см2,  = 0,3, q = 0,1 Н/см.

Под действием приложенной нагрузки интенсивностью q оболочка может

Y
X

Z

a

b

h
q l

Рис. 1. Расчетная схема консольного фрагмента эллиптического цилиндра

0
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смещаться в горизонтальном направлении как абсолютно твердое тело. Величина
жесткого смещения обратно пропорциональна жесткости пружинных опор. Расчеты,
как и в предыдущем примере, выполнялись в двух вариантах: первый вариант был
реализован для сетки узлов 261; второй вариант – для сетки узлов 2361 (то есть
в 6 раз гуще). Результаты расчетов сведены в таблицу 2, в которой приведены значения
M и   в точках приложения нагрузки ( = /2) и в точках пружинного опирания
( = –/2) в зависимости от величины жесткого смещения.

Таблица 2

Варианты расчета

, рад M, Н·см I II
, Н/см2 Величина жесткого смещения, см

0 10 100 0 10 100
M –1,446 –1,446 –1,446 –1,458 –2,095 –7,607

=/2 
in 873,02 873,02 873,02 883,93 1448,2 6333,0


out –862,29 –862,29 –862,29 –865,88 –1070,2 –2839,0

M –1,446 –1,446 –1,446 –1,446 –0,804 4,758
=–/2 

in 873,02 873,02 873,02 873,52 305,74 –4609,1


out –862,29 –862,29 –862,29 –862,09 –654,33 1144,1

Анализ табличных данных показывает, что в первом варианте при относительно
редкой сетке узлов значения M и  до второго знака после запятой совпадают в
точках приложения нагрузки и в точках пружинного опирания (что следует из сим-
метрии расчетной схемы) и остаются абсолютно стабильными, несмотря на зна-
чительную величину жесткого смещения оболочки. Во втором варианте даже при
значительном сгущении сетки при отсутствии жестких смещений имеются некото-
рые различия в значениях M и  в контролируемых точках. А при наличии смеще-
ний оболочки как абсолютно твердого тела значения M и  становятся неприем-
лемыми.

Заключение

Разработанный алгоритм расчета оболочек на основе смешанного варианта МКЭ
с тензорно-векторной интерполяцией искомых величин позволяет выполнять коррект-
ные исследования НДС оболочек, имеющих возможность смещения как абсолютно
твердых тел под действием внешней нагрузки, и обеспечивает высокую точность вы-
числения контролируемых прочностных параметров.

Рис. 2. Расчетная схема эллиптического цилиндра с пружинными опорами
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l
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An algorithm for calculating thin shells based on the mixed finite element method (FEM) in a two-
dimensional formulation is proposed. To correctly take into account possible displacements of the
shell as a rigid body, the algorithm implements the developed tensor-vector form of the interpolation
procedure of the desired values, which were chosen as the tensors of deformations and curvature at
the point of the middle surface and the displacement vectors of this point. The discretization element
was a quadrangular fragment of the middle surface with unknown nodes in the form of location
and their first derivatives, as well as components of strain and curvature tensors among the inner
surface at the nodes of the finite element. After minimizing the modified mixed functional, a
3636 finite element stiffness matrix is formed. In order to verify the developed algorithm, a
number of test problems were solved for calculating a fragment of an elliptical cylinder with an
analytical solution, as well as for calculating a shell with spring supports that allow the ellipsoidal
shell to move as an absolutely rigid body. Analysis of the obtained results showed that when
calculating a fragment of an elliptical cylinder, the calculation scheme of which makes it possible
to obtain an analytical solution, the numerical values of bending moments and normal stresses
completely coincide with the values calculated from the condition of static equilibrium. An analysis
of the calculation results for an ellipsoidal shell with spring supports led to the conclusion that the
developed tensor-vector interpolation procedure in the mixed FEM version allows one to correctly
take into account the displacements of shells as solids and obtain an adequate assessment of their
stress-strain state.

Keywords: mixed functional, quadrangular finite element, tensor-vector interpolation of sought
values.


