
24

ÓÄÊ 534.11:519.624.3

ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÔÎÐÌÛ ÑÒÅÐÆÍÅÉ
ÏÐÈ ÍÅÊÎÍÑÅÐÂÀÒÈÂÍÎÌ ÍÀÃÐÓÆÅÍÈÈ
ÏÎ ÊÐÈÒÅÐÈÞ ÏÎÒÅÐÈ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

Þ.Ì. Òåìèñ, È.Ì. Ôåäîðîâ

Ìîñêâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðÿìîëèíåéíûõ
ñòåðæíåé ïî êðèòåðèþ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðè íàãðóæåíèè ñëåäÿùèìè ñè-
ëàìè. Ðåàëèçîâàí àëãîðèòì îïòèìèçàöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà, èñïîëüçóþùèé
àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ãðàäèåíòîâ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. Ïîëó÷åíû îïòèìè-
çèðîâàííûå ôîðìû êîíñîëüíî çàêðåïëåííîãî è ñâîáîäíîãî ñòåðæíåé, óñòîé÷è-
âîñòü êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì ìíîãèõ ïàð ñîáñòâåííûõ ÷àñ-
òîò. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå äîïîëíèòåëüíîé îïîðû íà îïòèìèçèðîâàííûå ôîðìû
êîíñîëüíî çàêðåïëåííîãî ñòåðæíÿ.

Ââåäåíèå

Ðàçâèâàÿ ðàáîòû Ë. Ýéëåðà [1] îá óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñòåðæíåé, Æ.-Ë. Ëà-
ãðàíæ [2] ïîñòàâèë çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ôîðìû êîëîííû çàäàííîé âûñîòû, íàãðó-
æåííîé êîíñåðâàòèâíîé ïðîäîëüíîé ñèëîé, ïî êðèòåðèþ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.
Çàäà÷à ñîñòîÿëà â îïðåäåëåíèè î÷åðòàíèé ñòåðæíÿ, ìàêñèìèçèðóþùèõ îòíîøåíèå
íàãðóçêè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè êîëîííû ê êâàäðàòó åå îáúåìà. Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå
çàäà÷è Ëàãðàíæà áûëî ïîëó÷åíî Ò. Êëàóçåíîì [3]. Ýêîíîìèÿ ìàòåðèàëà, êîòîðîé
ìîæíî äîñòè÷ü ïðè îïòèìèçàöèè ôîðìû íàãðóæåííîé ïðîäîëüíîé ñèëîé êîëîííû,
øàðíèðíî îïåðòîé íà îáîèõ êîíöàõ, ñîñòàâëÿåò 13,4%. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò óâåëè÷å-
íèþ êðèòè÷åñêîé ñèëû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòåðæíåì ïîñòîÿí-
íîãî ñå÷åíèÿ òîãî æå îáúåìà â 1,33 ðàçà. Ïîäðîáíûé èñòîðè÷åñêèé î÷åðê ïðîáëåìû
îïòèìèçàöèè ñòåðæíåé, íàãðóæåííûõ êîíñåðâàòèâíî, ñîäåðæèòñÿ â [4]. Ýòîé ïðî-
áëåìå ïîñâÿùåíû, â ÷àñòíîñòè, ðàáîòû Î. Òàäæáàõà, Äæ. Êåëëåðà [5], Í.Â. Áàíè÷óêà
[6], Â.Á. Ãðèíåâà, À.Ï. Ôèëèïïîâà [7], Â.À. Òðîèöêîãî, Ë.Â. Ïåòóõîâà [8], Í. Îëü-
õîôôà [9].

Ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé Ëàãðàíæà ïðîáëåìà îïòèìèçàöèè ôîðìû ñòåðæíÿ ïî
êðèòåðèþ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà è äëÿ ñëó÷àÿ íåêîíñåðâàòèâ-
íîãî íàãðóæåíèÿ ñòåðæíåé ñëåäÿùåé ñèëîé [10], â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàñ÷åòíûõ ñõåì
Ì. Áåêà [11] (êîíñîëüíî çàêðåïëåííûé ñòåðæåíü, ðèñ. 1,à) è Ê.Í. Ãîïàêà, Â.È. Ôåî-
äîñüåâà [12, 13] (ñâîáîäíûé ñòåðæåíü, ðèñ. 1,á). Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíÿ,
íàãðóæåííîãî ñëåäÿùåé ñèëîé, ïðîèñõîäèò äèíàìè÷åñêè [10]. Òàê êàê çàäà÷à àíà-
ëèçà äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíÿ ñ ïåðåìåííûì ñå÷åíèåì â îáùåì ñëó÷àå
ìîæåò áûòü ðåøåíà òîëüêî ÷èñëåííî, íåäîñòàòî÷íîå ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëüíûõ âîç-
ìîæíîñòåé â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè çàòðóäíÿëî ïðîâåäåíèå îïòèìèçàöèè
íåêîíñåðâàòèâíî íàãðóæåííûõ ñòåðæíåé. ×àñòè÷íàÿ îïòèìèçàöèÿ â çàäà÷å Áåêà
ðàññìàòðèâàëàñü, â ÷àñòíîñòè, Ð. Ïëàóòîì [14], àíàëèçèðîâàâøèì îïòèìàëüíîå
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ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðàçìåðàìè ñå÷åíèé êîëîííû, ñîñòîÿùåé èç 2-õ ó÷àñòêîâ
ïîñòîÿííîé òîëùèíû. Íàéäåííîå èì îïòèìàëüíîå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëèëî óâåëè-
÷èòü êðèòè÷åñêóþ ñèëó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äî 3-õ ðàç. Âïîñëåäñòâèè îïòèìèçàöèÿ
â çàäà÷å Áåêà ïðîâîäèëàñü â ðàáîòàõ Î. Òàäæáàõà [15], Ì. Õàíàîêè [16], È. Ñóãèÿìû
[17]. Îáçîð ðÿäà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ îïòèìèçàöèè â çàäà÷å Áåêà ïðèâåäåí â [17].
Â  ðàáîòå [17] ïîêàçàíî, ÷òî äîñòèãíóòàÿ ýêîíîìèÿ ìàññû ñîñòàâëÿåò 62%, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò óâåëè÷åíèþ êðèòè÷åñêîé ñèëû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè â 6,9 ðàç ïî
ñðàâíåíèþ ñ êîëîííîé ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ. Îïòèìèçàöèÿ â çàäà÷å Ôåîäîñüåâà
(ñì. ðèñ. 1,à) ïðîâîäèòñÿ â ðàáîòàõ À.Ï. Ñåéðàíÿíà è Î.Í.Êèðèëëîâà [18, 19]. Çà
ñ÷åò îïòèìèçàöèè êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó óäàëîñü ïîâûñèòü â 2,6 ðàçà.

Ïîìèìî ðàññìîòðåííûõ ðàñ÷åòíûõ ñõåì èíòåðåñ ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü îïòèìè-
çàöèÿ ñòåðæíÿ ñ äîïîëíèòåëüíîé îïîðîé (ðèñ. 1,â),
óñòîé÷èâîñòü êîòîðîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòàõ
[20−22]. Äåëî â òîì, ÷òî ïðè âûñîòå îïîðû h = 0
ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å Áåêà è
ñòåðæåíü òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü äèíàìè÷åñêè. Åñëè
æå, íàïðîòèâ, h = L, âñþ ãîðèçîíòàëüíóþ ñîñòàâëÿ-
þùóþ íàãðóçêè âîñïðèíèìàåò íà ñåáÿ îïîðà, è
çàäåëàííûé íà îäíîì êîíöå è øàðíèðíî îïåðòûé
íà äðóãîì ñòåðæåíü òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ñòàòè-
÷åñêè [23] ïîä âîçäåéñòâèåì âåðòèêàëüíîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé ñëåäÿùåé íàãðóçêè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
äâèæåíèè îïîðû ñíèçó ââåðõ ïðîèñõîäèò ïåðåõîä
îò äèíàìè÷åñêîé ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ê
ñòàòè÷åñêîé.

Ñðàâíèâàÿ ýêîíîìèþ ìàññû ïðè îïòèìèçàöèè
â çàäà÷àõ Ëàãðàíæà è Áåêà (13,4% è íå ìåíåå 62%),
ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îïòèìèçàöèÿ êîëîííû
áîëåå ýôôåêòèâíà, êîãäà ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè åå èñõîäíîé êîíôèãóðàöèè ïðîèñ-
õîäèò äèíàìè÷åñêè. Ïðîâîäÿ îïòèìèçàöèþ êîëîííû ñ îïîðîé äëÿ ðàçëè÷íûõ
ïîëîæåíèé îïîðû, ìîæíî èññëåäîâàòü âëèÿíèå ïðåâàëèðóþùåãî òèïà ïîòåðè
óñòîé÷èâîñòè íà ñâîéñòâà îïòèìèçèðîâàííûõ ðåøåíèé.

Âàæíûì àñïåêòîì ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè êîëîííû ÿâëÿåòñÿ àíàëèç
óñòîé÷èâîñòè åå ïðîìåæóòî÷íûõ êîíôèãóðàöèé â òå÷åíèå îïòèìèçàöèîííîãî
ïðîöåññà. Â ðàáîòå [24] áûëà âûÿâëåíà ñèëüíàÿ çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòà èññëåäîâà-
íèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåé ñ ïåðåìåííûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì îò òèïà è ïàðà-
ìåòðîâ ïðèìåíÿåìîãî äëÿ ýòîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà. Â ñâÿçè ñ ýòèì öåëüþ íàñòîÿùåé
ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå îïòèìèçàöèè ñòåðæíåé ïî êðèòåðèþ ïîòåðè óñòîé÷è-
âîñòè äëÿ ðàñ÷åòíûõ ñõåì Áåêà, Ôåîäîñüåâà, à òàêæå êîëîííû ñ äîïîëíèòåëüíîé
îïîðîé, ñ ó÷åòîì ðåêîìåíäàöèé [24]. Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ïî àíàëîãèè ñ
ðàáîòàìè [15−19] ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè íå ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìàíèå
ýôôåêò äåñòàáèëèçàöèè íåêîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû äèññèïàòèâíûìè ñèëàìè [10,
25, 26],  ó÷åò êîòîðîãî ïîòåíöèàëüíî ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ
ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåé.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ñèëó ñäåëàííûõ äîïóùåíèé çàïèøåì ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå äèíàìèêè
ñòåðæíÿ áåç äèññèïàòèâíûõ ÷ëåíîâ [23]:

Ðèñ. 1. Ðàñ÷åòíûå ñõåìû
ñëåäÿùåãî íàãðóæåíèÿ

ñòåðæíåé

à) á) â)
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− ïëîùàäü åãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, N(ξ) − îñåâàÿ íàãðóçêà. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå
â âèäå
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Äàëåå ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (3) â áåçðàçìåðíîé ôîðìå

,0)())(())(( 2 =w-¢¢+¢¢¢¢ uxmuxnuxs (4)

r==££x= /)()(),()(,10,/ 4 xLEJLxsxLYxuxLx  õàðàêòåðèçóåò æåñòêîñòü,
r= /)()( 2 xLNLxn  − îñåâóþ íàãðóçêó, m(x) = F(xL) − ëèíåéíóþ ïëîòíîñòü ñòåðæíÿ.

Äëÿ çàäà÷ Áåêà è Ôåîäîñüåâà óðàâíåíèå (4) ïðèíèìàåò âèä ñîîòâåòñòâåííî:
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òàê êàê â ïåðâîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåííûå ñèëû îòñóòñòâóþò è îñåâàÿ íàãðóçêà ñîâïà-
äàåò ñ âåëè÷èíîé ñëåäÿùåé ñèëû p, à âî âòîðîì âêëàä â îñåâóþ íàãðóçêó âíîñÿò
ñèëû èíåðöèè. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñòåðæíÿ â âèäå (5) ïðèâîäèòñÿ àâòîðàìè [17],
óðàâíåíèå âèäà (6) − â ðàáîòå [18]. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ äâóõ ðàññìîòðåííûõ
çàäà÷ ïðèâåäåíû íèæå:

0)1(,0)1(,0)0(,0)0( =¢¢¢=¢¢=¢= uuuu  − äëÿ çàäà÷è Áåêà,

0)1(0)1(0)0(0)0( ,,, =¢¢¢=¢¢=¢¢¢=¢¢ uuuu  − äëÿ çàäà÷è Ôåîäîñüåâà.
(7)

Â çàäà÷å Ôåîäîñüåâà èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå êîëåáàíèé ñòåðæíÿ â
ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ âìåñòå ñî ñòåðæíåì. Äëÿ ýòîãî ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
íåîáõîäèìî äîáàâèòü óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ñìåùåíèÿ è ïîâîðîòà ñòåðæíÿ êàê æåñò-
êîãî öåëîãî [18]:
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Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïîäðàçóìåâàåòñÿ îïðåäåëåíèå çàâèñèìîñòè
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ñòåðæíÿ îò âåëè÷èíû ïðèëîæåííîé íàãðóçêè. Ãðàôèê
òàêîé çàâèñèìîñòè â êîîðäèíàòàõ íàãðóçêà p − êâàäðàò ÷àñòîòû  ω2 íîñèò íàçâàíèå
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÷àñòîòíîé äèàãðàììû. Ðàçëè÷íûå âèäû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïîäðîáíî îïèñàíû â
ìîíîãðàôèè [10]. Äëÿ óðàâíåíèÿ (5) (èëè (6)) îáðàùåíèå ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû â 0
ïðè íåêîòîðîé íàãðóçêå p = Pcr îçíà÷àåò èñ÷åçíîâåíèå ÷ëåíà uxm )(2w , ñëåäî-
âàòåëüíî, âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ ñòàòèêè è ñóùåñòâîâàíèå íîâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ äëÿ ñòåðæíÿ, ÷òî õàðàêòåðèçóåò åãî ñòàòè÷åñêóþ íåóñòîé÷èâîñòü (äèâåðãåí-
öèþ). Åñëè ïðè íåêîòîðîé âåëè÷èíå íàãðóçêè ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå b-a=w i , ãäå

0>b , òî, ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (2), ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïîÿâëåíèþ ôîðìû êîëåáàíèé
ñ íàðàñòàþùåé àìïëèòóäîé − äèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè (ôëàòòåðà). Âîçíèêíî-
âåíèå äèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè â ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ áóäåò ñîîòâåòñòâî-
âàòü íàãðóçêå, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò  ñîâïàäåíèå äâóõ âåòâåé ñîáñòâåííûõ ÷àñ-
òîò íà ÷àñòîòíîé äèàãðàììå, ñîïðîâîæäàþùååñÿ ïîÿâëåíèåì êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí-
íîé ïàðû b±a=w i , 0>b , [10, 11, 13].

Ïîñëåäóþùèé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè çà÷àñòóþ áóäåò ïðèâîäèòü ê ðàññìîòðåíèþ
ñòåðæíåé ñ ñèëüíî èçìåíÿþùèìñÿ ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì è àíàëèçó âûñøèõ
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò èõ êîëåáàíèé. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ãèïîòåçû, íåîáõî-
äèìûå äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè â âèäå (1)−(3), âûïîëíåíû â ëþáîì
ñëó÷àå. Â ÷àñòíîñòè, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñòåðæíÿ ïðè êîëåáàíèÿõ ïî ñîîòâåòñòâó-
þùèì ñîáñòâåííûì ôîðìàì ìíîãî ìåíüøå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí
â ìàòåðèàëå ñòåðæíÿ. Ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ äåñòàáèëèçàöèåé óñòîé÷èâîñòè íåêîí-
ñåðâàòèâíûõ ñèñòåì ìàëûì äåìïôèðîâàíèåì [10], â íàñòîÿùåé ðàáîòå íå ó÷èòûâà-
þòñÿ. Òàê êàê èñïîëüçîâàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè
ïðåäïîëàãàåò äèñêðåòèçàöèþ çàäà÷è, ïîä óñòîé÷èâîñòüþ â äàëüíåéøåì ïîäðàçó-
ìåâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïî îãðàíè÷åííîìó íàáîðó ñòåïåíåé ñâîáîäû, âûáîð êîòîðûõ
îïðåäåëÿåòñÿ ïðèìåíÿåìîé äèñêðåòèçàöèåé.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ êîëîííû, íàãðóæåííîé ñëåäÿ-
ùåé ñèëîé. Öåëåâîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà Pcr, âûçûâàþùàÿ
íåóñòîé÷èâîñòü êîëîííû − ðàâíî êàê ñòàòè÷åñêóþ (äèâåðãåíöèþ), òàê è äèíàìè-
÷åñêóþ (ôëàòòåð):

max,),...,,( 10 →= Mcrcr mmmPP (9)

ãäå êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà Pcr ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé M + 1 ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ
ôîðìó êîëîííû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ôîðìà êîëîííû áóäåò îïèñûâàòüñÿ êóñî÷íî-
ëèíåéíîé ôóíêöèåé, è ïàðàìåòðàìè { } { }Mi

M
ii Mimm 00 )/( == =  ÿâëÿþòñÿ áåçðàçìåðíûå

ïëîùàäè ñå÷åíèé êîëîííû. Ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòàìè [17, 18] áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
)()( 2 xmxs = . Íà îïòèìèçèðóåìóþ êîëîííó íàêëàäûâàåòñÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêîå

îãðàíè÷åíèå ïîñòîÿíñòâà îáúåìà

.const)( 0

1

0

=== ò VdxxmV (10)

Êðîìå òîãî, âûñîòà êîëîííû ïðåäïîëàãàåòñÿ íåèçìåííîé. Ïîìèìî óêàçàííûõ óñëî-
âèé òàêæå âîçìîæåí ó÷åò êðèòåðèÿ ïðî÷íîñòè, ïðèâîäÿùåãî ê îãðàíè÷åíèþ íà ìèíè-
ìàëüíûé ðàçìåð ñå÷åíèÿ êîëîííû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ó÷åò òàêîãî êðèòåðèÿ íå
ïðîèçâîäèòñÿ, òàê êàê çàäà÷à ðàññìîòðåíà â áåçðàçìåðíîé ïîñòàíîâêå.

Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè

Ïóñòü v(x) − ðåøåíèå çàäà÷, ñîïðÿæåííûõ ê (5)−(7). Î÷åâèäíî, ÷òî u(ξ) è v(ξ)
äëÿ çàäà÷ Áåêà è Ôåîäîñüåâà ñîîòâåòñòâóþò ñòàöèîíàðíûì òî÷êàì ôóíêöèîíàëîâ
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Ïðèâåäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèîíàëîâ ìîæíî íàéòè, â ÷àñòíîñòè, â ðàáî-
òàõ [17, 18]. Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ôóíêöèîíàëà â êîìáèíàöèè ñ ìåòîäîì êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ äàåò ïðîñòîé ñïîñîá äèñêðåòèçàöèè çàäà÷è (5)−(7). Ìåòîä êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåé ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ,
â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [17] è ïðè äîñòàòî÷íîì ÷èñëå ðàçáèåíèé îáåñïå÷èâàåò íàèáî-
ëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè â ñðàâíåíèè ñ ðÿäîì äðóãèõ
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, âêëþ÷àÿ øèðîêî ïðèìåíÿþùèéñÿ ìåòîä Áóáíîâà−Ãàëåðêèíà
[24].

Íà ñòåðæíå ââîäèòñÿ ñåòêà èç N êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÊÝ). Ðåøåíèå ïðÿìîé è
ñîïðÿæåííîé çàäà÷ àïïðîêñèìèðóåòñÿ íà ýëåìåíòàõ êóáè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ñ
èñïîëüçîâàíèåì ýðìèòîâà ïðåäñòàâëåíèÿ:

,,23,
2

,231)(
32

32
32

32
eee UNU

NN
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ø

ö
çç
è

æ h+h-
h-h

h+h-h
h+h-=h (13)

]1,0[Îh  íà êàæäîì ýëåìåíòå, ñîñòàâëÿþùåì ìîäåëü ñòåðæíÿ. Çäåñü Ue − âåêòîð
ïåðåìåùåíèé è ïîâîðîòîâ â óçëàõ ýëåìåíòà. Äëÿ ó÷åòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â äàííîì
ñëó÷àå óäîáíî ïðèìåíèòü ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè
àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ â ôóíêöèîíàë è çàïèñè óñëîâèÿ åãî ñòàöèîíàðíîñòè
ïðèõîäèì ê çàäà÷å

.02 =w+ BUAU (14)

Çäåñü U − âåêòîð ïåðåìåùåíèé è ïîâîðîòîâ âñåõ óçëîâ ñòåðæíÿ, ìàòðèöà A õàðàê-
òåðèçóåò åãî æåñòêîñòü è çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïðèëîæåííîé íàãðóçêè p,  B îòðàæàåò
èíåðöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ñòåðæíÿ. Ìàòðèöû íå çàâèñÿò îò ω2. Âûðàæåíèÿ äëÿ
A è B â ñëó÷àå çàäà÷è Áåêà ïðèâåäåíû â [17], äëÿ çàäà÷è Ôåîäîñüåâà âûðàæåíèå
äëÿ ìàòðèöû A áóäåò îòëè÷àòüñÿ. Òåïåðü ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ω2 êîëåáàíèé ñòåðæíÿ
ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ñîáñòâåííûå ÷èñëà â îáîáùåííîé ïðîáëåìå ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé (14).

Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè

Îáùàÿ ñòðóêòóðà ïðîöåññà îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà êàæäîé èòåðàöèè
ñîñòîèò èç ðåøåíèÿ çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíÿ òåêóùåé êîíôèãóðàöèè, îïðå-
äåëåíèÿ åãî êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè è çàäàíèÿ íîâîé êîíôèãóðàöèè, íå íàðóøàþùåé
íàëîæåííûå îãðàíè÷åíèÿ, äëÿ ñëåäóþùåãî øàãà.

Îñîáåííîñòüþ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ôîðìû êîëîííû, íàãðóæåííîé ñëåäÿùèìè
ñèëàìè, ÿâëÿåòñÿ âûñîêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ê èçìåíåíèþ
ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñå÷åíèé [17, 18]. Ýòî, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñâÿçàíî ñ
âîçìîæíîñòüþ ðåçêîãî èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ïðè èçìåíåíèè
õàðàêòåðà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, îáíàðóæåííîì â ðàáîòå [18] (ïåðåõîä îò ôëàòòåðà
ïî ïåðâûì äâóì ÷àñòîòàì ê äèâåðãåíöèè), èëè âíåçàïíîì ñîâïàäåíèè âûñøèõ
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ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò [24]. Òàêèå îñîáåííîñòè çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè èãðàþò çíà÷è-
òåëüíóþ ðîëü ïðè îïòèìèçàöèè.

Ïðè îïòèìàëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè ïðåäïî÷òèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå
ìåòîäîâ ïîðÿäêà âûøå íóëåâîãî, òàê êàê îíè ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü îïòèìèçèðîâàííûå
ôîðìû òî÷íåå è çà ìåíüøåå ÷èñëî èòåðàöèé. Â òî æå âðåìÿ èñïîëüçîâàíèå ãðàäèåí-
òíûõ ìåòîäîâ ñîïðÿæåíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòîâ öåëåâûõ
ôóíêöèé è îãðàíè÷åíèé. ×èñëåííîå îïðåäåëåíèå òàêèõ ãðàäèåíòîâ òðåáóåò ìíîãî-
êðàòíîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è, ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàÿ âðåìÿ ðàáîòû îïòèìè-
çàöèîííîãî àëãîðèòìà. Êðîìå òîãî, ÷èñëåííîå îïðåäåëåíèå ãðàäèåíòîâ ñâÿçàíî ñ
íåîïðåäåëåííîñòüþ â âûáîðå øàãà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ÷òî â óñëîâèÿõ
ñëîæíîé òîïîëîãèè îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ îïòèìèçàöèè
(â îñîáåííîñòè ïðè óïîìÿíóòîì âûøå èçìåíåíèè õàðàêòåðà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè,
êîãäà êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé) ìîæåò ïðèâåñòè ê
íåâåðíîìó îïðåäåëåíèþ ãðàäèåíòîâ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà îïòèìèçàöèè ôîðìû ñòåðæíÿ, âêëþ÷à-
þùàÿ  â ñåáÿ ãðàäèåíòíûé ìåòîä, äîëæíà èñïîëüçîâàòü àíàëèòè÷åñêè íàéäåííûå
ãðàäèåíòû êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå
ôóíêöèè ãðàäèåíòîâ, âûâåäåííûå â [18] (çàäà÷à Ôåîäîñüåâà) è [27] (çàäà÷à Áåêà).

Ôóíêöèè ãðàäèåíòîâ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè g(ξ) äëÿ çàäà÷ Áåêà è Ôåîäîñüåâà
(5)−(7) â îòíîøåíèè èçìåíåíèÿ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ñòåðæíÿ m(ξ) â òî÷êå ξ èìåþò
âèä:
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− çàäà÷à Áåêà [26];
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− çàäà÷à Ôåîäîñüåâà [18].
Çäåñü P* − êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà äëÿ äàííîé êîíôèãóðàöèè ñòåðæíÿ; ω* − ÷àñ-

òîòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìå êîëåáàíèé, ïî êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ óñòîé÷èâî-
ñòè (îäíà èç ñîâïàäàþùèõ ïðè ôëàòòåðå ÷àñòîò ëèáî ÷àñòîòà, îáðàùàþùàÿñÿ â
íîëü ïðè äèâåðãåíöèè); v* è w* − ïðîñòàÿ è ñîïðÿæåííàÿ ñîáñòâåííûå ôîðìû êîëå-
áàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòîòå ω*.

Àëãîðèòì îïòèìèçàöèè, ïðèìåíåííûé â äàííîé ðàáîòå, ðåàëèçóåò ìåòîä ïðîåê-
öèè ãðàäèåíòà [18]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âàðèàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû )(xmd , óäîâ-
ëåòâîðÿþùåé èçîïåðèìåòðè÷åñêîìó óñëîâèþ (10), âàðèàöèþ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè
P* çàïèøåì â âèäå

ò d-=d
1

0
* ,)())(( dxxmgxgP (17)

ãäå g  − íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
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Çàïèøåì âàðèàöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû â âèäå

,
))((max
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]1,0[
gxg

gxg
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x
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a=d

Î

(18)

ãäå 510~ -a  − ìàëûé øàã ïî ãðàäèåíòó. Êîíñòàíòà g  îïðåäåëÿåòñÿ èç èçîïåðè-
ìåòðè÷åñêîãî óñëîâèÿ, êîòîðîìó äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü âàðèàöèÿ (18):

.)(
1

0
ò= dxxgg (19)

Êàæäàÿ èòåðàöèÿ ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ. Ñíà÷àëà äëÿ äàííîé êîíôèãóðàöèè
ñòåðæíÿ íàõîäèòñÿ êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà è óñòàíàâëèâàåòñÿ ìåõàíèçì ïîòåðè óñòîé-
÷èâîñòè: äèâåðãåíöèÿ èëè ôëàòòåð ïî êàêîé-ëèáî èç ÷àñòîò. Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ãðà-
äèåíò êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè g(x) ïî ôîðìóëàì (15), (16). Íà ïîñëåäíåì ýòàïå âû÷èñ-
ëÿåòñÿ âàðèàöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ (18) è íàõîäèòñÿ íîâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ
ïàðàìåòðîâ îïòèìèçàöèè.

Ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò îïòèìèçàöèè ñòåðæíÿ Áåêà ñ èñïîëüçîâàíèåì
èçëîæåííîãî àëãîðèòìà: åãî îïòèìèçèðîâàííûå î÷åðòàíèÿ (íîðìèðîâàííàÿ áåçðàç-
ìåðíàÿ ïëîùàäü ñå÷åíèÿ

)(max

)(

]1,0[
xm

xm
a

xÎ

* = (20)

ïî äëèíå x = ξ/L) è ÷àñòîòíàÿ äèàãðàììà.

Îïòèìèçàöèÿ ïðîâîäèëàñü ïî 11 ïàðàìåòðàì (áåçðàçìåðíûì ïëîùàäÿì mi îäèí-
íàäöàòè ñå÷åíèé). ×èñëî ÊÝ ïðè àíàëèçå óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíÿ â ïðîöåññå îïòèìè-
çàöèè ðàâíÿëîñü 40, ïîñëå îïòèìèçàöèè óñòîé÷èâîñòü îïòèìèçèðîâàííîé ôîðìû

Ðèñ. 2. ×àñòîòíàÿ äèàãðàììà è ôîðìà îïòèìèçèðîâàííîãî ñòåðæíÿ Áåêà
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ïîäòâåðæäàëàñü 80-ýëåìåíòíîé ìîäåëüþ. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè
â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñîîòâåòñòâóþò ðåçóëüòàòàì îïòèìèçàöèè óñòîé÷èâîñòè ìèíèìóì
ïî 80 ñòåïåíÿì ñâîáîäû. Êðîìå ïðîâåðêè íà áîëüøåì ÷èñëå ÊÝ, õàðàêòåð ïîòåðè
óñòîé÷èâîñòè îïòèìèçèðîâàííîãî ñòåðæíÿ òàêæå ïîäòâåðæäàëñÿ ìåòîäîì ñàãèò-
òàðíîé ôóíêöèè [24].

Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíÿ îïòèìèçèðîâàííîé ôîðìû ïðîèñõîäèò ïðè íà-
ãðóçêå Pcr = 148,62 ïî ôëàòòåðó íà ïåðâûõ äâóõ ÷àñòîòàõ, ÷òî ïðåâûøàåò êðèòè÷åñ-
êóþ íàãðóçêó äëÿ ñòåðæíÿ ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ â 7,41 ðàçà. Â òàáë. 1, ïîçàèìñòâî-
âàííîé èç [17], ïðèâåäåíû èçâåñòíûå àâòîðàì ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè ôîðìû
ñòåðæíÿ Áåêà. Êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíÿ Áåêà ïîñòîÿííîãî
ñå÷åíèÿ P*

cr = 20,05 [11]. Âî âñåõ ðàáîòàõ, êðîìå íàñòîÿùåé, ðàññìàòðèâàëàñü ìîäåëü
ñòåðæíÿ, ñîñòîÿùàÿ èç 10 ÊÝ, êîòîðàÿ, êàê áûëî ïîêàçàíî â [24], íåäîñòàòî÷íà äëÿ
ïðåäñêàçàíèÿ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè íà âûñøèõ ÷àñòîòàõ. Ýòî ìîæåò ñëóæèòü ïðè÷è-
íîé çàâûøåííîé îöåíêè êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ, âêëþ÷àÿ ðàáîòó
Ðèíãåðöà.

Òàáëèöà 1. Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè ñòåðæíÿ Áåêà [17]
Êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà

Èñòî÷íèê, ãîä îïòèìèçèðîâàííîãî ñòåðæíÿ  Pcr/ P*
cr

åäèíè÷íîãî îáúåìà
Hanaoka and Washizu (1980) 83,53 4,166085
Seguchi et al. (1984) 87,34 4,35611
Tada et al. (1988) 90,80 4,528678
Gutkowski et al.  (1993) 92,56 4,616459
Sugiyama (2000) [17] 139,30 6,947631
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà 148,62 7,412469
Ringertz  (1994) 188,07 9,38005

Ðàññìîòðèì òåïåðü õîä ñàìîãî ïðîöåññà îïòèìèçàöèè. Êàê âèäíî èç ðèñ. 2,à,
îïòèìèçèðîâàííàÿ ôîðìà ñòåðæíÿ, õîòÿ è òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè ñîâïàäåíèè âåò-
âåé êâàäðàòîâ 1-é è 2-é ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò (îáâåäåíî ñïëîøíîé ëèíèåé), òàêæå
áëèçêà ê êðèòè÷åñêîìó ñîñòîÿíèþ ïî ÷àñòîòàì 2-3, 4-5, 6-7, 7-8 (îáâåäåíî øòðèõî-
âûìè ëèíèÿìè). Ïðè îïòèìèçàöèè âñå ýòè è äðóãèå âèäû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè
ñëîæíûì îáðàçîì ÷åðåäóþòñÿ, âûçûâàÿ ïîñòîÿííûå ñêà÷êè êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè
êàê â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ, òàê è óìåíüøåíèÿ. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò áîëåå âûãîäíûå
ñ òî÷êè çðåíèÿ îïòèìèçàöèè âèäû âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòîò, ïðèâîäÿùèå ê áîëåå
ïîçäíåé ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè, è ìåíåå âûãîäíûå.

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà èñòîðèÿ ïðîöåññà îïòèìèçàöèè î÷åðòàíèé ñòåðæíÿ è
ñòðóêòóðà âèäîâ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðè îïòèìèçàöèè. Îïòèìèçèðîâàííîå ðåøå-
íèå: èòåðàöèÿ ¹2498; ôëàòòåð ïî ÷àñòîòàì 1-2; Pcr = 148,62.

Ðàññìîòðèì ðÿä õàðàêòåðíûõ îñîáåííîñòåé, ïðèñóùèõ ïðîöåññó îïòèìàëüíîãî
ïðîåêòèðîâàíèÿ â äàííîì ñëó÷àå. Èñõîäíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñòåðæíÿ (ñòåðæåíü ïî-
ñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ) òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïî ôëàòòåðó ïåðâûõ äâóõ ÷àñòîò (ôëàòòåð
1-2) ïðè íàãðóçêå P*

cr = 20,05. Ïîñëå ìîíîòîííîãî ðîñòà êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè äî
~45 ó ñòåðæíÿ íà÷èíàþò ñîâïàäàòü íå òîëüêî êâàäðàòû 1-é è 2-é ÷àñòîòû, íî è 3-é,
4-é ÷àñòîò ïðèáëèçèòåëüíî ïðè òîé æå íàãðóçêå. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå êðèòè÷åñ-
êîé ñèëû ñîïðîâîæäàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñòîò ìåæäó äâóìÿ ïåðâè÷íûìè
ïàðàìè (âìåñòî 1-2 è 3-4 ñîâïàäàþò 2-3). Òàêîå âçàèìîäåéñòâèå ïðîèñõîäèò ïðè
íàãðóçêå, ìåíüøåé ÷åì íàãðóçêà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïî 1-2 è 3-4 ÷àñòîòàì.
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"Àòàâèçì" îò òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñîõðàíÿåòñÿ è íà ÷àñòîòíîé äèàãðàììå
îïòèìèçèðîâàííîãî ñòåðæíÿ, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 2 (îáëàñòü ñáëèæåíèÿ êâàä-
ðàòîâ ÷àñòîò 2-3).

Ïî äîñòèæåíèþ 700-é èòåðàöèè êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà äîñòèãàåò âåëè÷èíû ~130 è
åå ðîñò ïðàêòè÷åñêè ïðåêðàùàåòñÿ. Âèäèìî, â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ îïòèìè-
çàöèè ñèñòåìà ïðèáëèæàåòñÿ ê îáëàñòè, â êîòîðîé íà íåáîëüøîì èíòåðâàëå èçìåíå-
íèÿ ïàðàìåòðîâ ïðîèñõîäÿò âñåâîçìîæíûå  âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòîò, ÷òî ïîäòâåð-
æäàåò ðàçáðîñ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé íàãðóçêè ïîñëå 700-é èòåðàöèè. Ñîãëàñíî
ðàáî÷åé ãèïîòåçå [17], îïòèìàëüíîé ôîðìå ñòåðæíÿ Áåêà ñîîòâåòñòâóåò îäíîâðåìåí-
íîå ïîïàðíîå âçàèìîäåéñòâèå âñåõ ÷àñòîò. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, óäàåòñÿ íåñêîëüêî
óâåëè÷èòü êðèòè÷åñêóþ ñèëó è ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåííîå âûøå îïòèìèçèðîâàííîå
ðåøåíèå.

Àíàëîãè÷íî îïòèìèçàöèè ñòåðæíÿ Áåêà ðàññìîòðèì îïòèìèçàöèþ ñâîáîäíîãî
ñòåðæíÿ Ôåîäîñüåâà. Ïàðàìåòðû àëãîðèòìà îñòàëèñü ïðåæíèìè. Ïîòåðÿ óñòîé÷è-
âîñòè ñâîáîäíîãî ñòåðæíÿ îïòèìèçèðîâàííîé ôîðìû (ðèñ. 4,à, á) ïðîèñõîäèò ïðè
íàãðóçêå Pcr = 1012,6 ïðè ñîâïàäåíèè âåòâåé êâàäðàòîâ 8-é è 9-é ÷àñòîò, ÷òî ïðå-
âûøàåò êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó äëÿ ñâîáîäíîãî ñòåðæíÿ ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ P*

cr  =
= 109,69 [13] â 9,23 ðàçà.

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû èçâåñòíûå àâòîðàì íà äàííûé ìîìåíò ðåçóëüòàòû îïòèìè-
çàöèè ôîðìû ñâîáîäíîãî ñòåðæíÿ.

Òàáëèöà 2. Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè ñâîáîäíîãî ñòåðæíÿ
Êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà

Èñòî÷íèê, ãîä îïòèìèçèðîâàííîãî ñòåðæíÿ  Pcr/ P*
cr

åäèíè÷íîãî îáúåìà
Ñåéðàíÿí, Êèðèëëîâ (1999) [18], [19] 290 2,64
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà 1012,6 9,23

Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ïîëó÷åííîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåçóëüòàòà îò êðèòè-
÷åñêîé íàãðóçêè, íàéäåííîé â [18, 19], ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî èñïîëüçîâàíèåì

Ðèñ. 3. Ñòðóêòóðà âèäîâ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè
â ïðîöåññå îïòèìèçàöèè ñòåðæíÿ Áåêà

0               500            1000           1500           2000           2500           3000     N

Pcr

40

80

120

20

60

100

140



33

â ýòèõ ðàáîòàõ ìåòîäà Áóáíîâà−Ãàëåðêèíà äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè. Ýòî ìîãëî
ïðèâîäèòü (ñì. [24]) ê ïîãðåøíîñòÿì â îïðåäåëåíèè êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê, ÷àñòîò
è ôîðì êîëåáàíèé, è, ñîîòâåòñòâåííî, ãðàäèåíòîâ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè, íåîáõî-
äèìûõ äëÿ ðàáîòû îïòèìèçàöèîííîãî àëãîðèòìà.

Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíà èñòîðèÿ ïðîöåññà îïòèìèçàöèè î÷åðòàíèé ñòåðæíÿ.
Îïòèìèçèðîâàííîå ðåøåíèå: èòåðàöèÿ ¹1024; ôëàòòåð ïî ÷àñòîòàì 8-9; Pcr = 1012,6.
Êðîìå îòìå÷åííîãî âûøå âçàèìîäåéñòâèÿ ïàð êâàäðàòîâ ÷àñòîò, äëÿ çàäà÷è îïòèìè-
çàöèè ñâîáîäíîãî ñòåðæíÿ õàðàêòåðíà òàêæå âîçìîæíîñòü ïàäåíèÿ êðèòè÷åñêîé
íàãðóçêè çà ñ÷åò äèâåðãåíöèè, îòìå÷åííàÿ â [18] (ñì. ðèñ. 5 − äèâåðãåíòíàÿ ôîðìà
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ôîðìèðóåò íèæíþþ ãðàíèöó âåëè÷èíû êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè).

Ðèñ. 5. Ñòðóêòóðà âèäîâ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè â ïðîöåññå
îïòèìèçàöèè ñâîáîäíîãî ñòåðæíÿ
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Îïòèìèçèðîâàííîå ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî íà 1024-é èòåðàöèè, äëÿ åäèíñòâåí-
íîãî ñëó÷àÿ âçàèìîäåéñòâèÿ 8 è 9 ÷àñòîò. Äàëüíåéøèå èòåðàöèè íå ïðèâåëè ê óâåëè-
÷åíèþ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè.

Ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè ñòåðæíÿ ñ äîïîëíèòåëüíîé îïîðîé (ñì. ðèñ.1,â) ïðè
âûñîòå îïîðû h = 0,25L; 0,5L; 0,75L; L ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6−9 è ñâåäåíû â òàáë.
3, ãäå ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñ íàãðóçêîé
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíÿ ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ ñ îïîðîé.

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî âîçðàñòàíèþ ðîëè ñòàòè÷åñêîé ïîòåðè
óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñòåðæíÿ ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ ñ îïîðîé ñîîòâåòñòâóåò ñíèæåíèå
ýôôåêòèâíîñòè îïòèìèçàöèè. Âèä îïòèìèçèðîâàííîé ôîðìû ñòåðæíÿ Áåêà, øàð-
íèðíî îïåðòîãî íà âåðõíåì êîíöå (ñì. ðèñ. 9), õîðîøî ñîîòíîñèòñÿ ñ èçâåñòíûì
àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì (ñì. [4]), ÷òî ïîäòâåðæäàåò êîððåêòíîñòü ïðîâîäèìîé
îïòèìèçàöèè.

Ðèñ. 7. ×àñòîòíàÿ äèàãðàììà è ôîðìà îïòèìèçèðîâàííîãî ñòåðæíÿ
ñ îïîðîé íà âûñîòå h = 0,5L
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Òàáëèöà 3. Ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè ñòåðæíÿ ñ äîïîëíèòåëüíîé îïîðîé
Pcr opt − êðèòè÷åñêàÿ Pcr const  − êðèòè÷åñêàÿ

Âûñîòà îïîðû h/L  íàãðóçêà  íàãðóçêà Pcr opt / Pcr const

îïòèìèçèðîâàííîãî ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ
ñòåðæíÿ òîãî æå îáúåìà

0 148,62 20,05 7,412469
0,25 224,42 31,55 7,113154
0,50 168,85 80,76 2,090763
0,75 68,00 35,89 1,894678
1,00 28,16 20,19 [23] 1,39475

Âåñüìà âåðîÿòíî, ÷òî ó ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñóùåñòâóþò ðåøå-
íèÿ, ïðåâîñõîäÿùèå ðåøåíèå, ïðåäñòàâëåííîå â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Âîïðîñ èõ ïîëó-
÷åíèÿ ñâÿçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì áîëåå ÷óâñòâèòåëüíûõ îïòèìèçàöèîííûõ àëãîðèòìîâ
2-ãî ïîðÿäêà, èñïîëüçóþùèõ àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíòîâ ìàòðèöû

Ðèñ. 8. ×àñòîòíàÿ äèàãðàììà è ôîðìà îïòèìèçèðîâàííîãî ñòåðæíÿ
ñ îïîðîé íà âûñîòå h = 0,75L
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Ãåññå. Â òî æå âðåìÿ óæå ïîëó÷åííûå îïòèìèçèðîâàííûå ðåøåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíû
íàñòîëüêî, ÷òî íåçíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå ðàçìåðà ñå÷åíèÿ âûçûâàåò çíà÷èòåëüíóþ
ïåðåñòðîéêó ÷àñòîò, â ñâÿçè ñ ÷åì ïîäîáíûå îïòèìèçèðîâàííûå ðåøåíèÿ ìîãóò
îêàçàòüñÿ íåïðèëîæèìûìè íà ïðàêòèêå. Ïðîáëåìà ïîèñêà ãëîáàëüíûõ îïòèìóìîâ
òàêæå îñòàåòñÿ îòêðûòîé.

Âûâîäû

Îïòèìèçàöèÿ óïðóãèõ ñòåðæíåé â ïîñòàíîâêàõ Áåêà è Ôåîäîñüåâà, à òàêæå
êîíñîëüíî çàêðåïëåííîãî ñòåðæíÿ ñ äîïîëíèòåëüíîé îïîðîé ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü
îïòèìèçèðîâàííûå ñ òî÷êè çðåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ìèíèìóì ïî 80 ñòåïåíÿì ñâîáîäû
ôîðìû ñòåðæíåé. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ íàéäåííûõ îïòèìèçèðîâàííûõ ðåøåíèé
ÿâëÿþòñÿ èõ ÷àñòîòíûå äèàãðàììû, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ ìíîæåñòâåííûì ïîïàðíûì
âçàèìîäåéñòâèåì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê íåçíà-
÷èòåëüíûì èçìåíåíèÿì ïåðåìåííûõ ïðîåêòèðîâàíèÿ. Íà îñíîâàíèè àíàëèçà âëèÿ-
íèÿ äîïîëíèòåëüíîé îïîðû íà îïòèìèçèðîâàííûå ôîðìû êîíñîëüíî çàêðåïëåííîãî
ñòåðæíÿ óñòàíîâëåíî, ÷òî âîçðàñòàíèþ ðîëè ñòàòè÷åñêîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè
ñîîòâåòñòâóåò ñíèæåíèå ýôôåêòèâíîñòè îïòèìèçàöèè.
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SHAPE OPTIMIZATION OF NONCONSERVATIVLY LOADED BEAMS
WITH A STABILITY CRITERION

Yu.M. Temis, I.M. Fedorov

Problem of optimization with a stability criterion for straight beam under follower force loading is
considered. First order optimization algorithm utilizing analytical expressions of critical load
gradients is applied. Optimized shapes of clamped and free beams which characterized by
interactions of multiple eigenfrequency pairs are produced. The influence of an additional support
on the optimized shapes of clamped beam is investigated.


