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Приведен обзор публикаций, посвященных особенностям использования
параллельных вычислительных систем для решения задач механики сплошных
сред методом конечных элементов. В этих публикациях обсуждаются условия
успешного применения алгоритмов и программного обеспечения, разрабаты-
ваемых для эффективного функционирования параллельных вычислительных
систем. Изучаются способы ускорения решения задачи за счет учета ее специ-
фики и приводятся оценки их эффективности. Рассмотрены вопросы примене-
ния: итерационных методов с предобусловливанием для решения разреженных
систем линейных алгебраических уравнений с нерегулярной структурой как
симметричных, так и несимметричных; конечно-элементных аппроксимаций
на неструктурированных и квазиструктурированных расчетных сетках; кон-
вейеризации вычислительного процесса при пространственной декомпозиции
расчетной области; метода параллельных вычислений с явной и неявной схемами
интегрирования по времени для крупномасштабных задач механики конструк-
ций и твердых тел; конечно-элементного моделирования контактно-ударных
задач с помощью графического процессора; безматричного подхода к конечно-
элементным вычислениям, предназначенного для графических процессоров;
явного метода асинхронных пошаговых параллельных вычислений для сокра-
щения времени счета при уточнении сетки в некоторой локальной области;
метода дискретных и конечных элементов и графического процессора для моде-
лирования взаимодействия твердых частиц, включая обнаружение контакта,
расчет силы и обновление информации; методов распараллеливания цикличе-
ских участков последовательных программ, основанных на определении воз-
можности параллельного выполнения итераций цикла, поиске и распаралле-
ливании линейных участков внутри циклов с неизвестным количеством ите-
раций.
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Введение

В программном документе «Эксафлопсные технологии. Концепция по развитию
технологии высокопроизводительных вычислений на базе суперЭВМ эксафлопсного
класса (2012–2020 гг.)» содержатся предложения по созданию отечественных экса-
флопсных технологий. В документе выделены ближнесрочные и среднесрочные
этапы работ по развитию суперкомпьютерных технологий и изложены актуальные
задачи, соответствующие этапам, с указанием необходимых для их решения вычи-
слительных мощностей. Концепция основывается на результатах работ, выполня-
емых госкорпорацией «Росатом» в широкой кооперации с предприятиями высокотех-
нологичных отраслей промышленности, ведущими научными школами и образова-
тельными учреждениями по созданию суперкомпьютерных технологий предсказа-
тельного моделирования тера- и петафлопсного класса в интересах атомной энер-
гетики, авиации, автомобилестроения и космоса, и предусматривает поэтапное соз-
дание на этой основе принципиально новых технологий моделирования многомас-
штабных процессов и взаимодействий эксафлопсного уровня сложности. При со-
здании концепции использован опыт, накопленный в области фундаментальных ис-
следований и других направлений работ. В концепции отмечается, что достижение
эксафлопсной производительности требует разработки и применения технологий,
реализующих принципиально различные дисциплины вычислений на качественно
более высоких уровнях параллелизма, сложности и неоднородности вычислительных
систем. В частности, требуются: а) фундаментальные исследования математических
методов, алгоритмов и архитектур, позволяющих достигнуть необходимые значения
производительности; б) создание и освоение прикладного программного обеспече-
ния для имитационного моделирования на суперЭВМ эксафлопсного класса.

Анализ проблем и тенденций развития вычислительных систем максимального
уровня производительности и возможные подходы к их решению, а также требо-
вания, предъявляемые к программному обеспечению для систем эксафлопсного уров-
ня, достигающих рубежа скорости вычислений 1018 операций с плавающей запятой
в секунду, представлен в публикациях [1–3]. В них отмечается, что условиями ус-
пешного применения алгоритмов и программного обеспечения, разрабатываемых
для эффективного функционирования эксафлопсных систем, являются:

– значительная вычислительная трудоемкость решаемых задач;
– высокий запас параллелизма (масштабируемость) вычислений (вплоть до

использования 109 процессоров);
– низкая интенсивность информационных взаимодействий (локальность)

параллельно выполняемых вычислений;
– устойчивость вычислений к аппаратным сбоям вычислителей, которые не-

избежно будут происходить при столь больших количествах вычислительных эле-
ментов.

Цель настоящей статьи – обзор публикаций, содержащих описание методов по-
вышения эффективности конечно-элементных схем решения задач механики дефор-
мируемого твердого тела, ориентированных на суперЭВМ. При отборе материала
предпочтение отдавалось исследованиям, опубликованным за предыдущие 15 лет.
Ссылки на более ранние публикации, а также на публикации, не вошедшие в эту
статью из-за ограниченности ее объема, можно найти в использованных здесь ис-
точниках.
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Поскольку конечно-элементное решение статических и динамических задач име-
ет свои особенности, последующее изложение материала разделено соответственно
на две части.

1. Применение метода конечных элементов
для решения статических задач механики
деформируемых сред и конструкций на суперЭВМ

В обзоре S. Georgescu, P. Chow, H. Okuda [4] представлено исследование внедре-
ния графических процессоров (GPU) в качестве ускорителей в области анализа де-
формирования конструкций методом конечных элементов (МКЭ). Излагается работа,
проделанная для ускорения наиболее трудоемких этапов конечно-элементного реше-
ния задачи, указывается достигнутое ускорение и, по возможности, описываются
программные библиотеки.

В диссертации M.E. Guney [5] предлагается процедура решения линейной сис-
темы уравнений, которая лежит в основе программного обеспечения для анализа
МКЭ и использует параллелизм, существующий в современных многоядерных про-
цессорах с симметричной многопроцессорной обработкой (SMP). Разработано не-
сколько алгоритмов для повышения производительности конечно-элементного реше-
ния задач. Описывается высокопроизводительный решатель, который позволяет экс-
периментировать с недавно разработанными и существующими алгоритмами. При-
водится метод оценки количества операций для дальнейшего исследования их эф-
фективности. Работоспособность предлагаемого решателя продемонстрирована на
большом количестве тестовых задач.

Исследование S. Sanfui, D. Sharma [6] направлено на ускорение решения задачи
за счет использования симметричного характера матрицы жесткости: вычисляется
и собирается только нижняя треугольная часть локальной матрицы жесткости одного
конечного элемента (КЭ) в глобальной матрице жесткости. Для обработки состояния
гонки используется метод окраски. Установлено, что предложенная методика при-
мерно в два раза быстрее стандартной реализации как для расчета одного КЭ, так и
для этапа сборки глобальной матрицы жесткости. Кроме того, преимущество пред-
лагаемого подхода заключается в меньшем объеме требуемой памяти, так как
записывается только симметричная часть матрицы.

С.В. Поляков с соавторами [7] рассмотрели проблему разработки параллельных
приложений для решения задач механики сплошной среды на вычислительных сис-
темах с гибридной архитектурой, включающей в себя центральные и графические
процессоры. Для их решения сформулирована концепция гибридных параллельных
вычислений, содержащая анализ особенностей гибридного вычислителя и его про-
граммного оснащения, а также предложения по реализации параллельных программ.
Предложены три основные модели параллельных вычислений, использующие гра-
фические вычислители эпизодически, постоянно или в тесной связке с центральными
процессорами.

В статье J.S. Mueller-Roemer, A. Stork [8] представлен метод сборки матриц
жесткости для КЭ произвольного полиномиального порядка на симплексных сетках
для графических процессоров. При применении метода не возникает необходимости
в промежуточной разреженной матрице, и сборка выполняется непосредственно в
окончательную структуру данных, оптимизированную для графического процессора.
В результате сокращаются накладные расходы на память от 180 до 600% в зави-
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симости от полиномиального порядка и связанные с этим затраты времени. При
этом упрощается программный код и используется более компактное представление
сетки. Выполнено сравнение предлагаемого метода с существующими алгоритмами,
которое продемонстрировало значительное ускорение.

В статьях Д.А. Губайдуллина, А.И. Никифорова, Р.В. Садовникова [9, 10] иссле-
дуются особенности использования параллельных вычислительных систем для реше-
ния задач механики сплошных сред и, в частности, итерационных методов подпро-
странств Крылова с предобусловливанием для решения разреженных систем линей-
ных алгебраических уравнений (СЛАУ) с нерегулярной структурой как симметрич-
ных, так и несимметричных. Представлено расширение библиотеки GPU_SPARSE
итерационных методов подпространств Крылова с предобусловливанием для
использования на нескольких графических устройствах одновременно, а также на
гибридных вычислительных системах, состоящих из нескольких вычислительных
узлов, каждый из которых снабжен, как минимум, одним графическим устройством.

В статье S.Y. Fialko, F. Zeglen [11] рассматривается метод предобусловленных
сопряженных градиентов (PCG), реализованный на GPU и предназначенный для
решения больших задач строительной механики методом конечных элементов.
Математическая постановка задачи приводит к решению систем линейных уравне-
ний с разреженными симметричными положительно определенными матрицами.
Авторы используют метод неполной факторизации Холецкого по значениям, осно-
ванный на технике разреженных матриц, для создания эффективного предобуслов-
ливания, обеспечивающего устойчивую сходимость для упомянутых выше слабо
обусловленных задач.

Публикации С.П. Копысова с соавторами [12], C. Cecka, A.J. Lew, E. Darve [13, 14],
J. Wong, E. Kuhl, E. Darve [15], T. Zegard, G.H. Paulino [16] посвящены конечно-
элементным аппроксимациям на неструктурированных расчетных сетках. Такой
подход приводит к нерегулярному доступу к сеточным данным, существенно умень-
шающим эффективность параллельных вычислений. Узким местом поэлементных
конечно-элементных схем является суммирование компонент из поэлементных
векторов. При параллельном суммировании компонент, соответствующих общим
узлам сетки, возникает так называемое состояние гонки, когда несколько параллель-
ных вычислительных процессов обращаются к одной ячейке памяти. Эта операция
суммирования включает в себя: чтение текущего значения компоненты, чтение ком-
поненты из поэлементного вектора, сложение текущего значения с поэлементной
компонентой и запись результата. Состояние гонки приводит к вычислительным
ошибкам, которые могут быть связаны как с чтением текущего значения компоненты
вектора, так и с записью результата. В статье С.П. Копысова с соавторами [12] пред-
ложены алгоритмы к разделению триангулированной многосвязной области на
связные подобласти без ветвления внутренних границ. Приведены оценки сложности
алгоритмов и проведено сравнение качества разделения триангулированных много-
связных областей.

C. Cecka, A.J. Lew, E. Darve в [13, 14] проанализировали несколько подходов к
сборке и решению разреженных линейных систем и представили несколько стра-
тегий эффективного использования глобальной, разделяемой и локальной памяти,
методов объединения памяти и оптимального выбора параметров. Установлено, что
оптимальная стратегия сборки зависит от порядка полиномов, используемых в дис-
кретизации МКЭ.
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J. Wong, E. Kuhl, E. Darve [15] предложили несколько вариантов нового алгорит-
ма умножения разреженных матриц на вектор (sparse matrix vector multiplication
SPMV) для неструктурированных сеток КЭ на графических процессорах. В этой
статье анализируется эффективная пропускная способность существующих алгорит-
мов для графического процессора и предложенных алгоритмов для разреженных
матриц разного размера и разной структуры разреженности. Тесты эффективной
пропускной способности показывают, что новые алгоритмы могут дать заметные
преимущества (коэффициенты ускорения до 12 раз для реальных приложений КЭ).

В статье T. Zegard, G.H. Paulino [16] исследуется возможность применения МКЭ
и оптимизация топологии для неструктурированных сеток в массивно-параллельных
компьютерных архитектурах, в частности, на графических процессорах. Обсужда-
ются проблемы в параллельной реализации, такие как условие гонки параллельной
сборки.

И.А. Климонов, В.Д. Корнеев, В.М. Свешников провели исследование эффек-
тивности применения графических ускорителей при распараллеливании решения
трехмерных краевых задач на квазиструктурированных сетках [17]. Основой рас-
параллеливания решения трехмерных краевых задач в этом случае является метод
декомпозиции расчетной области на параллелепипедальные подобласти, сопряга-
емые без наложения. В каждой такой подобласти строится своя равномерная паралле-
лепипедальная подсетка. Совокупность подсеток образует квазиструктурированную
сетку. Подсетки группируются в объединения, содержащие приблизительно одина-
ковое количество узлов, для балансировки загрузки процессоров суперЭВМ.

Исследования U. Kiran, S.S. Gautam, D. Sharma [18], K. Ljungkvist [19, 20],
M. Kronbichler et al. [21] посвящены развитию и применению безматричного подхода
к конечно-элементным вычислениям. Безматричные решатели для МКЭ позволяют
избежать сборки элементарных матриц и заменяют умножение разреженной матрицы
на вектор произведением плотной матрицы на вектор на уровне элемента. Устранение
необходимости хранить матрицу жесткости и требование малого объема памяти де-
лают безматричные методы привлекательными.

В статье [18] предлагается новая безматричная стратегия для МКЭ, которая
вычисляет матрично-векторное произведение на уровне элементов, используя только
симметричную часть элементарных матриц. Вводится уникальная структура данных,
которая обеспечивает локализованный и объединенный доступ к памяти, подходящий
для графического процессора, сохраняя при этом только симметричную часть эле-
ментарных матриц. Предлагаемая стратегия делает упор на равномерное распре-
деление рабочей нагрузки, снижение синхронизации потоков и поддержание до-
статочной степени детализации для наилучшего использования ресурсов графиче-
ского процессора. Эффективность предложенной стратегии оценивается путем ре-
шения задач упругости и теплопроводности.

В [19, 20] исследуются различные методы решения проблемы конфликтующих
обновлений. Рассматриваются безматричные реализации МКЭ высокого порядка
для выполнения на графических процессорах. Показано, что на графическом процес-
соре безматричный подход является предпочтительным методом для элементов вто-
рого порядка и выше, обеспечивая как значительно более быстрое выполнение, так
и решение значительно более крупных задач.

В статье [21] разработано распараллеливание на графическом процессоре
многосеточного итеративного решателя без матриц, предназначенного для средних
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и высоких степеней полинома, с поддержкой общих криволинейных и адаптивно
уточняемых шестигранных сеток. Показано, что предлагаемый подход позволяет
избежать возможных условий гонки, связанной с общими вершинами, ребрами и
поверхностями.

2. Применение метода конечных элементов
для решения динамических задач
механики деформируемых сред и конструкций на суперЭВМ

В статье T. Belytschko [22] представлено описание программы решения задач
нелинейной динамики конструкций с библиотекой КЭ, которая эффективно исполь-
зует параллельную обработку информации. В качестве побочного продукта была
разработана автоматическая схема определения шагов интегрирования по времени
определяющей системы уравнений. Доказана устойчивость алгоритма субцикли-
рования.

Публикации [23–36] посвящены распараллеливанию и применению конечно-
элементного решения задач динамики конструкций с явной конечно-разностной
схемой интегрирования по времени.

В диссертации S.P. Banihashemi [23] исследуются существующие алгоритмы
МКЭ с явной схемой интегрирования по времени, которые затем перерабатываются
и реализуются для графических процессоров. Оценивается производительность этих
алгоритмов и разрабатывается новый алгоритм пространственной декомпозиции с
асинхронным интегрированием (AVISD), который может быть настроен в зависи-
мости от рассматриваемой задачи и производительности компьютера.

В статье A. Bartezzag


lhi et al. [24] рассматривается вопрос реализации на графи-
ческом процессоре с двойной точностью конечно-элементного решателя с явной
схемой интегрирования по времени для задач динамики упругой оболочки при малых
деформациях и больших смещениях и поворотах с использованием неструктури-
рованных сеток. Показано, что за счет оптимизации алгоритма и тщательного
управления памятью может быть достигнуто ускорение примерно в 5 раз.

Исследование T. Bahceciog


llu, O
..

. Kurc [25] направлено на сокращение времени
анализа крупномасштабных нелинейных динамических задач с использованием гра-
фических процессоров. В реализации использовалась явная версия семейства алго-
ритмов Ньюмарка. Этот тип алгоритма позволил применять вычисления к каждому
КЭ, устраняя необходимость в глобальной сборке матриц. Его реализация осуще-
ствлена с использованием языка CUDA.

При использовании неявных конечно-разностных алгоритмов решение задачи
сводится, в конечном итоге, к решению системы линейных алгебраических урав-
нений. При распараллеливании подобные алгоритмы приводят к весьма значитель-
ным обменам данными между отдельными узлами системы. Алгоритмы, построен-
ные на основе явных конечно-разностных схем, допускают достаточно простое рас-
параллеливание. Однако основным недостатком явных схем является их условная
устойчивость, что снижает эффективность соответствующих алгоритмов. Улучшить
описанную ситуацию позволяет переход на алгоритмы, основанные на полуявных
конечно-разностных схемах. Полуявность в данном случае означает, что для расчета
некоторой искомой величины в любой внутренней точке расчетной области исполь-
зуются значения этой величины в соседних узлах сетки не только на предыдущем
временном слое, но и уже вычисленные значения этой величины на текущем.
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В статье К.И. Михайленко, С.Ф. Хизбуллиной [26] исследована возможность
параллельной реализации различных алгоритмов решения задач механики сплошной
среды в зависимости от используемого вида конечно-разностных схем. Показано
что алгоритмы, базирующиеся на полуявных численных схемах, которые объединяют
некоторые достоинства как явных, так и неявных схем, могут быть эффективно распа-
раллелены для использования на кластерных вычислительных системах. Предлага-
ется техника конвейеризации вычислительного процесса при пространственной
декомпозиции расчетной области для построения эффективных параллельных алго-
ритмов численного решения задач гидродинамики. Показаны методы достижения
высокой эффективности параллельного приложения, основанного на конечно-
разностной явной или полуявной численной схеме интегрирования по времени.
Приводится соотношение, позволяющее оценить минимальные необходимые для
эффективного вычислительного процесса размеры расчетной области.

В статье Y. Cai et al. [27] разработана конечно-элементная методика решения
задач контактного взаимодействия с помощью графического процессора с использо-
ванием специального треугольного оболочечного элемента с гладкими краями (ES-
FEM) и явной схемы интегрирования по времени. Особое внимание уделяется разра-
ботке подхода к параллельной реализации граничных условий. Предлагаются парал-
лельный алгоритм поиска контактов и метод расчета штрафной функции.

K.T. Danielson, R.R. Namburu в [28] представили программную реализацию МКЭ
с явной схемой интегрирования по времени для решения нелинейных нестационар-
ных задач. Программный код написан на FORTRAN 90, для всех межпроцессорных
взаимодействий используется библиотека MPI. Обсуждаются вопросы установки,
переносимости и эффективности комбинации FORTRAN 90–MPI.

Для распараллеливания МКЭ на основе декомпозиции расчетной области и пере-
дачи сообщений может использоваться один из двух способов разделения, а именно
разрез, проведенный через узлы и края или грани элементов (разрез узла), или разрез,
проведенный через конечные элементы (разрез элемента). Стоимость последователь-
ной версии конечно-элементного решения задачи динамики (без учета контакта)
почти полностью связана с КЭ (оценкой напряженно-деформированного состояния).
В прошлом использовалось исключительно разделение узлов. P. Krysl, Z. Bittnar по-
казали [29] , что стратегия разбиения на элементы с разрезом масштабируется и пред-
ставляет собой жизнеспособную альтернативу традиционному подходу с разрезом
по узлам.

В статье B. Nutti, D. Marinkovic [30] приведен эффективный способ моделиро-
вания динамического поведения деформируемых конструкций с помощью МКЭ с
применением графических процессоров. Продемонстрировано, как избежать потен-
циальных узких мест в алгоритме. Чтобы добиться правдоподобного описания де-
формации при больших локальных вращениях, используется формулировка МКЭ,
учитывающая вращение КЭ как жесткого целого.

В статье A.R.M. Rao [31] представлены стратегии параллельных вычислений
для реализации кода нелинейного анализа методом конечных элементов с явной
схемой интегрирования по времени на компьютерах с распределенной памятью для
решения крупномасштабных задач динамики конструкций. Подробно рассматри-
ваются детали реализации как в гомогенных, так и в гетерогенных средах параллель-
ной обработки. Сначала обсуждается реализация программного кода анализа
нелинейных задач на однородных системах, а затем этот код переносится на гетеро-
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генные системы. Отмечается, что декомпозиция расчетной области с явной передачей
сообщений предпочтительна для параллельной реализации. Реализация передачи
сообщений в параллельном алгоритме основана на библиотеках MPI (Message Passing
Interface). Представлены аспекты реализации методов декомпозиции перекрываю-
щихся и неперекрывающихся подобластей, динамического распределения задач
(DTA) и методов кластеризации для DTA.

В статье V. Rek, I. Ne


mec [32] изложена процедура параллельных вычислений с
использованием метода динамической релаксации (DR) на графическом процессоре.
Этот метод облегчает рассмотрение множества нелинейностей: статическая задача
сводится к нестационарной задаче, для интегрирования которой по времени исполь-
зуется метод центральных разностей.

Основная цель диссертации V. Rek [33] – исследование потенциального исполь-
зования параллелизма вычислений в области нелинейной динамики. Предлагаемая
параллельная модель основана на МКЭ и явной конечно-разностной схеме инте-
грирования по времени, что, естественно, обеспечивает возможность эффективного
распараллеливания. Разработанные подходы исследуются применительно к числен-
ному анализу контакта/удара оболочечных конструкций.

Для моделирования формовки листа Y. Cai et al. разработали КЭ с явной схе-
мой интегрирования по времени, основанный на применении графического процес-
сора [34]. Приводятся детали реализации предлагаемого метода.

В статье G. Anandakumar, J. Kim [35] рассматривается поведение функционально
градиентных твердых тел при динамической ударной нагрузке в рамках линейной
упругости с использованием параллельного алгоритма решения задачи с явной схе-
мой интегрирования по времени. Представлены численные примеры, которые про-
веряют точность предлагаемого динамического кода КЭ и демонстрируют динами-
ческий отклик градиентных материалов. Исследован трехточечный изгиб балки из
эпоксидной и стеклянной фаз при низкоскоростном ударе. Достоверность результатов
расчетов доказана экспериментальными данными других исследователей.

В статье X. Xu et al. [36] излагается эффективная конечно-элементная модель
оценки ударопрочности автомобильных покрытий, в которой объемные элементы и
элементы оболочки соответственно используются для дискретизации области удар-
ного контакта и остальной области покрытия. Проводятся три эталонных теста для
проверки эффективности и экономичности разработанной вычислительной среды.

В публикациях Y. Cai et al. [37], J.E. Warner et al. [38], J. Allard, H. Courtecuisse,
F. Faure [39] представлены реализации МКЭ с неявной схемой интегрирования по
времени на графических процессорах.

В статье Y. Cai et al. [37] изложен эффективный метод параллельных вычислений
с неявной схемой интегрирования по времени для крупномасштабных задач механи-
ки конструкций и твердых тел, основанный на графическом процессоре и вычисли-
тельной архитектуре унифицированных устройств (CUDA). Чтобы избежать сборки
глобальной матрицы и уменьшить использование глобальной памяти графического
процессора, система уравнений решается параллельно с помощью безматричной вер-
сии метода сопряженных градиентов. Представлены несколько стратегий эффектив-
ного использования памяти графического процессора. Численные примеры иллюст-
рируют масштабируемость и эффективность предлагаемого параллельного подхода.

Разработанная в NASA масштабируемая реализация МКЭ (Scalable Implemen-
tation of Finite Elements by NASA – ScIFEN) – это программный код конечно-эле-
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ментного анализа, предназначенный для решений задач механики на суперЭВМ.
Он поддерживает различные типы конечных элементов, нелинейные модели
материалов и граничные условия. В отчете J.E. Warner et al. [38] приведено описание
возможностей ScIFEN, включая обзор инструментов и функций, программного обес-
печения, а также описание форматов входных и выходных файлов.

В статье J. Allard, H. Courtecuisse, F. Faure [39] отмечается, что существующие
варианты МКЭ с явными схемами интегрирования по времени просты и легко рас-
параллеливаются, однако имеют проблемы с устойчивостью и требуют очень малых
временных шагов для моделирования жестких материалов. В [39] представлена ре-
ализация МКЭ с неявной схемой интегрирования по времени на графических про-
цессорах. Чтобы распараллелить вычисления на GPU, необходимо добиться огром-
ного уровня параллелизма. Во многих случаях вычисления независимы, за исключе-
нием того, что они должны распределять свои результаты по набору общих перемен-
ных. Такие операции могут быть записаны в виде графа, в котором узлы представ-
ляют общие переменные и ребра между ними.

С появлением передовых архитектур гетерогенных вычислений на основе уско-
рителей GPU разработчикам крупномасштабных производственных программ приш-
лось переосмыслить свои численные алгоритмы и включить новые модели програм-
мирования и стратегии управления памятью, чтобы эффективно использовать новей-
шие суперкомпьютеры. A. Vargas et al. в [40] обсуждают стратегию решения этих
проблем, повышения производительности и достижения переносимости с помощью
мультифизического программного кода нового поколения MARBL, разрабатываемого
в Ливерморской национальной лаборатории им. Э. Лоуренса.

Конечно-элементный анализ сложных конструкций часто требует уточнения
сетки в некоторой локальной области. Для сокращения времени вычислений Z. Ma
et al. [41] предлагают метод асинхронных пошаговых параллельных вычислений,
использующий декомпозицию с перекрывающимися узлами для разделения расчет-
ной области на разные подобласти. Перекрывающиеся узлы между подобластями
составляют область связи. Каждая подобласть выбирает временной шаг на основе
характеристик сетки. Для согласования границы асинхронного шага используется
метод подцикла. Модель подобласти, информация о границах и результаты расчетов
хранятся в параллельных файлах, что означает, что весь процесс конечно-элемент-
ного анализа реализуется параллельно. Общее ускорение алгоритма связано с соотно-
шением шагов между подобластями, количеством подобластей и балансом нагрузки.

Гибридный метод конечных и дискретных элементов (FEM–DEM) повышает эф-
фективность моделирования взаимодействия конструкций и твердых частиц. Однако
требуемые затраты вычислительных ресурсов ограничивают его применение к слож-
ным инженерным задачам.

В статье Z. Zheng et al. [42] предлагается использовать графический процессор
на основе FEM–DEM, включая обнаружение контакта, расчет силы и обновление
информации. FEM–DEM на основе графического процессора применен для решения
задачи взаимодействия пневматической шины с гранулированной средой. Результаты
расчета показывают, что может быть достигнуто ускорение более чем в 15 раз. Ре-
зультаты моделирования хорошо согласуются с результатами эксперимента в отно-
шении общего тягового усилия и сопротивления движению.

Чтобы сократить время решения задач динамики, T. Li, Q. Wang, X. Jin [43]
предложили для FEM–DEM эффективный алгоритм асинхронного пошагового ин-



531

тегрирования по времени. Декомпозиция делит расчетную область на подобласть
FEM и подобласть DEM, в каждой из которых выбирается соответствующий времен-
ной шаг на основе характеристик элементов. На границах используются метод пере-
крытия узлов и частиц и метод подциклов для решения проблемы передачи и сопо-
ставления граничных данных. На тестовых расчетах показано, что предлагаемый
алгоритм обеспечивает необходимую точность расчета, существенно сокращает
время компьютерного моделирования и повышает эффективность гибридного метода
FEM–DEM.

Большую часть времени выполнения программ в многопроцессорных вычисли-
тельных системах занимают циклы. Их распараллеливание приводит к повышению
быстродействия вычислительной системы и к более эффективному использованию
ресурсов. В статье П.Ю. Ткачева с соавторами [44] представлены математическая
модель и метод распараллеливания циклических участков последовательных
программ, основанные на определении возможности параллельного выполнения
итераций цикла, поиске и распараллеливании линейных участков внутри циклов с
неизвестным количеством итераций, позволяющие сократить временные затраты
на распараллеливание циклических участков последовательных программ за счет
применения бинарных операций. Предложен алгоритм распараллеливания цикличе-
ских участков последовательных программ, отличающийся использованием опера-
ций булевой алгебры в бинарных матрицах. Отмечается, что для повышения скорост-
ных характеристик вычислительных систем недостаточно выполнять распаралле-
ливание только на уровне команд, необходимо выявлять параллелизм и на уровне
данных.

Заключение

Наличие публикаций, содержащих описание верифицированных методов
усовершенствования конечно-элементных схем решения задач механики деформи-
руемого твердого тела, свидетельствует об актуальности рассматриваемой проблемы,
а представленные в них результаты демонстрирует значительный прогресс в этой об-
ласти.

Среди рассмотренных методов повышения эффективности МКЭ можно отметить:
– внедрение графических процессоров (GPU) в качестве ускорителей при рас-

параллеливании решения статических и динамических задач в области анализа дефор-
мирования конструкций методом конечных элементов;

– ускорение решения задачи за счет использования симметричного характера мат-
рицы жесткости;

– использование итерационных методов с предобусловливанием для решения раз-
реженных СЛАУ большой размерности (в частности, итерационных методов подпро-
странств Крылова с предобусловливанием) при конечно-элементном исследовании
статического деформирования конструкций;

– применение безматричного подхода к конечно-элементным вычислениям, ко-
торый позволяет избежать сборки элементарных матриц и обеспечивает как значи-
тельно более быстрое выполнение, так и решение значительно более крупных задач;

– разработку алгоритма пространственной декомпозиции с асинхронным интегри-
рованием по времени, который может быть настроен в зависимости от рассматрива-
емой задачи и производительности компьютера;

– применение техники конвейеризации вычислительного процесса при простран-
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ственной декомпозиции расчетной области для построения эффективных параллель-
ных алгоритмов численного решения задач динамики;

– использование параллельных вычислений и метода динамической релаксации
на графическом процессоре для анализа нелинейностей путем сведения статической
задачи к нестационарной задаче, решение которой основано на методе центральных
разностей;

– развитие гибридного метода конечных элементов – дискретных элементов (FEM–
DEM) для повышения эффективности моделирования взаимодействия конструкций
и твердых частиц.

Опубликованные в [4–43] результаты свидетельствуют об эффективности метода
конечных элементов и позволяют рекомендовать его для численного исследования на
суперЭВМ напряженно-деформированного состояния конструкций в физически и
геометрически нелинейных задачах.
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This article provides a review of publications devoted to the features of using parallel computing
systems for solving problems in continuum mechanics using the finite element method. These
publications discuss the conditions for the successful application of algorithms and software
developed for the efficient operation of parallel computing systems. Methods for accelerating the
solution of a problem by taking into account its specifics are studied and estimates of their
effectiveness are given. The issues of application are considered: iterative methods with
preconditioning for solving sparse systems of linear algebraic equations with an irregular structure,
both symmetric and asymmetric; finite element approximations on unstructured and quasi-structured
computational grids; pipelineization of the computational process during spatial decomposition of
the computational domain; a parallel computing method with an explicit and implicit time integration
scheme for large-scale problems in the mechanics of structures and solids; finite element modeling
of contact-impact problems using a graphics processor; matrix-free approach to finite element
calculations intended for graphic processors; an explicit method of asynchronous step-by-step

* This study was conducted within the scientific program of the National Center for Physics
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parallel calculations to reduce computation time when refining the mesh in a certain local area;
discrete and finite element method and graphic processor for solid particle interaction modeling,
including contact detection, force calculation and information updating; methods for parallelizing
cyclic sections of sequential programs, based on determining the possibility of parallel execution
of loop iterations, searching and parallelizing linear sections within loops with an unknown number
of iterations.

Keywords: nonlinear, non-stationary, deformation, finite element method, parallel computing
systems, supercomputer.


