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Рассматривается задача о потере устойчивости и послекритическом пове-
дении сжатого упругого стержня на нелинейно упругом основании, находящего-
ся под действием малого поперечного давления. Исследование проводится на
основе нелинейного уравнения равновесия, полученного с учетом точной фор-
мулы кривизны осевой линии стержня, при этом кривизна аппроксимируется
асимптотической формулой третьего порядка относительно прогиба. Краевые
условия соответствуют свободному защемлению или подвижной шарнирной
опоре концов стержня. Исследуется влияние малой поперечной нагрузки и
параметров реакции нелинейно упругого основания на критические нагрузки
потери устойчивости. Критическая нагрузка определяется из задачи на
собственные значения, полученной линеаризацией уравнения равновесия.
Проблема собственных значений для случая свободного защемления концов
стержня решается вариационно-разностным методом. Для исследования
послекритического поведения сжатого стержня применяется метод Ляпуно-
ва – Шмидта в сочетании с численными методами вычисления коэффициентов
системы уравнений разветвления. Рассмотрены случаи ветвления равновесий
сжатого стержня по одной собственной форме. Построены асимптотические
формулы новых равновесий в окрестности точки бифуркации с учетом малой
нормальной нагрузки. Реакция основания рассматривается в виде кубической
функции от прогиба. Установлены условия для параметров нелинейности уп-
ругого основания, при выполнении которых сжатый стержень становится чув-
ствительным к несовершенствам в виде малой поперечной нагрузки. Проведено
сравнение полученных результатов для классического случая линейной фор-
мулы выражения кривизны осевой линии стержня через вторую производную
прогиба и случая, когда кривизна аппроксимируется асимптотической форму-
лой третьего порядка относительно прогиба.

Ключевые слова: упругий стержень, ветвление равновесий, критическая
нагрузка, нелинейно упругое основание, метод Ляпунова – Шмидта.

Введение

Амазиго и Франк [1] с помощью метода возмущений по параметру нагрузки ис-
следовали вопрос о потере устойчивости по одной собственной форме шарнирно
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опертого стержня и получили асимптотическую формулу для статической верхней
нагрузки потери устойчивости. Хансен [2] провел анализ устойчивости по двум
собственным формам продольно сжатого шарнирно опертого стержня на квадратич-
но упругом основании и классифицировал возможные типы потери устойчивости в
соответствии с теорией катастроф. Седиги и Ширази в статье [3] предложили форму-
лировку задачи о колебаниях балки на линейно упругом основании на основе нели-
нейного уравнения равновесия, построенного с помощью аппроксимации полино-
мом пятого порядка зависимости кривизны осевой линии балки от прогиба [4]. Ме-
тодом разложения по параметру решено частотное уравнение. С использованием
первого члена разложения решения описаны колебания балки на упругом основании.
В статье [4] обсуждается реакция идеальных и геометрически несовершенных уп-
ругих колонн на линейно упругом основании после потери устойчивости. Установ-
лено, что критическое состояние идеальных колонн представляет собой устойчивую
симметричную точку бифуркации и, следовательно, отсутствует их чувствительность
к исходным геометрическим несовершенствам.

В [5] рассмотрена задача о ветвлении равновесий сжатого стержня на нелинейно
упругом основании. Построены асимптотические формулы новых решений в окрест-
ности тривиального решения. В статье [6] с использованием методов асимптотики
представлен анализ динамического выпучивания защемленной конечной неидеаль-
ной вязкодемпфированной колонны, лежащей на квадратично-кубическом упругом
основании. Предлагаемое основное уравнение содержит два малых независимых
параметра, которые используются в асимптотических разложениях. Показано, что
динамическая нагрузка потери устойчивости колонны уменьшается при наличии
дефектов, а также с увеличением демпфирования. В [7] рассмотрена нелинейная
краевая задача о равновесии сжатого упругого стержня на нелинейном основании.
Обсуждаются численные и аналитические методы решения: метод Ньютона – Кан-
торовича и метод Ляпунова – Шмидта. В статье [8] рассматривается несовершен-
ная конечная балка, лежащая на нелинейном основании, безразмерная жесткость
которой уменьшается с 1 до k по мере увеличения прогиба балки. Траектории рав-
новесия могут иметь предельную точку, существование которой связано с размером
дефекта и параметром жесткости k посредством явного условия. В [9] рассматри-
вается закритический изгиб продольно сжатого упругого стержня, имеющего в шар-
нирных опорах нелинейно упругое сопротивление повороту его оси. Прогиб пред-
ставлен в виде тригонометрического ряда, через который выражен угол наклона
оси стержня. Получено разрешающее нелинейное интегро-дифференциальное урав-
нение. Приводятся результаты численных исследований закритического поведения
стержней при различных геометрических и механических характеристиках стержней
и опор.

В настоящей статье на основе нелинейного уравнения равновесия сжатого
стержня на нелинейно упругом основании, которое получено с помощью аппрокси-
мации полиномом третьего порядка зависимости кривизны осевой линии стержня
от прогиба, исследуется влияние малого поперечного давления на потерю устойчи-
вости и послекритическое поведение равновесий.

Уравнение равновесия и постановка задачи

Рассмотрим лежащий на нелинейно упругом основании упругий стержень,
который сжимается усилиями P вдоль своей оси и находится под действием малой
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поперечной нагрузки G(X ),  << 1. Уравнение равновесия стержня с учетом точ-
ной формулы кривизны можно записать в виде [1, 10]:
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Здесь функция W(X ) – прогиб стержня в точке X; 2L – длина стержня; E – модуль
Юнга; I – момент инерции поперечного сечения; EI – изгибная жесткость. Краевые
условия 1) в (2) соответствуют свободному защемлению концов стержня, а условия
2) – подвижному шарнирному опиранию; K1W – K3W

3 – сила реакции основания на
единицу длины стержня [1, 2], K1 > 0. При K3 > 0 основание называется «размяг-
чающимся» (softening), а при K3 < 0 – «упрочняющимся» (hardening) [1]. В статье
[11] Е. Рейсснер рассмотрел наряду с кубическим основанием квадратичное основа-
ние K1W – K2W

2. Предполагается, что энергия деформации упругого основания по-
ложительна, то есть выполняется условие
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Представляя кривизну осевой линии стержня асимптотическим приближением
третьего порядка относительно прогиба

2/32

22

][ )( /1

/

dXdW

dXWd

  –~ 



















2

2

2

2

3
1

dX

dW

dX

Wd

и полагая EI = const, запишем уравнение (1) в виде
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Переходя к безразмерным переменным по формулам
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получим уравнение равновесия и краевые условия в виде
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Метод решения

Пусть гильбертово пространство E2 – замыкание множества функций u(x), v(x)

с нормой, определяемой скалярным произведением ,),(
1

1E2  dxuvvu  u, v  E2, E1 –

замыкание линейного множества бесконечно дифференцируемых в области [–1, 1]
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функций u(x), v(x), удовлетворяющих одному из краевых условий (4), с конечной
нормой, порожденной скалярным произведением

.,,),( 1
1

1
2

2

2

2

4

4

4

4

1 Evudxuv
dx

vd

dx

ud

dx

vd

dx

ud
vu

E









 



Считая функцию g(x) достаточно гладкой в области [–1, 1], запишем краевую
задачу (3) с одним из краевых условий (4) как нелинейное операторное уравнение
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Отметим здесь, что слагаемое Tu в правой части уравнения (5) обусловлено
учетом нелинейности формулы кривизны стержня в уравнении (3). Если кривизна
стержня аппроксимируется второй производной от прогиба, то Tu = 0.

При  = 0 уравнение (5) имеет тривиальное решение u*(x) = 0 при любых зна-
чениях p. Точка бифуркации p0 уравнения (5) определяется в [12] как наименьшее
собственное число краевой задачи M0u = 0, которая получена линеаризацией уравне-
ния (5) на тривиальном решении.

Пусть p = p0 + , u = u* +  (u =  при u* = 0). Запишем уравнение для малых
возмущений ,  в виде
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Линеаризованное уравнение M0 = 0 сводится к краевой задаче на собственные
значения, в которой при заданном значении параметра k1 требуется определить
собственные значения параметра p и соответствующие собственные функции:
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где функция  удовлетворяет одному из краевых условий (8). В случае краевых ус-
ловий 2) в (8) задача (7) имеет точное решение
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В случае краевых условий 1) в (8) для решения задачи на собственные значе-
ния (7) можно применить вариационно-разностный метод [13]. Пусть p0 – наимень-
шее собственное значение задачи (7) при заданных значениях параметра k1 и ему от-
вечает единственная собственная функция . Строим оператор Шмидта [12] в виде
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Нелинейное уравнение (5) с учетом (10) приводится к уравнению
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Решение уравнения (11) будем искать в виде ряда
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и, приравнивая нулю выражения при степенях ,kji   выведем уравнения для опре-
деления коэффициентов M1uijk =  fijk. Функции fijk находятся с помощью правой час-
ти (11). Находим f100 = a, отсюда следует, что u100 =  и, учитывая это, получим
f010 = 0,  f001 = g,  f110 = –d2/dx2,  f200 = 0,  f300 = T + k33. Учитывая (12), из второго
уравнения (10) получим уравнение разветвления [12]
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Будем считать, что собственному значению p0 задачи (7) соответствуют четная
собственная функция (x). Полагая, что g(x) – четная функция, с учетом выражений
для  fijk по формулам (13) находим коэффициенты уравнения разветвления для сте-
пеней до третьего порядка включительно:
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Уравнение разветвления (13) имеет вид
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Решая уравнение (15) с учетом условия потери устойчивости [14, 15]
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получим, что при b < 0 (b > 0) критическое значение ps < p0 (ps > p0) определяется
соотношением
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При этом в левой (правой) малой полуокрестности p0 существует пара смежных с
тривиальным решением u* = 0 малых решений уравнения (5) с асимптотическими
представлениями
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где функция u001 определяется из уравнения
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Уравнения вида (15) впервые были получены В.Т. Койтером [16], а затем Б. Бу-
дянским и Д.У. Хатчинсоном в статьях [17, 18]. Коэффициент b (параметр Койтера)
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называется параметром чувствительности конструкции к несовершенствам. Если
b < 0, то сжатый стержень на нелинейно упругом основании считается чувствитель-
ным к несовершенствам (в виде малой поперечной нагрузки), так как в этом случае
критическая нагрузка потери устойчивости ps меньше критической нагрузки потери
устойчивости p0 идеального стержня на нелинейно упругом основании. Учитывая
формулы (14), (15), находим, что условие b < 0 выполняется при L300 > 0, из чего
следует
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Получилось условие для значений коэффициента k3, характеризующего нелинейную
часть реакции упругого основания, при выполнении которого сжатый стержень на
нелинейно упругом основании считается чувствительным к несовершенствам. Зна-
чение 

*
3k  является «пороговым» значением параметра k3, при превышении которогоо

сжатый стержень на кубическом основании становится чувствительным к несовер-
шенствам.

Отметим, что в случае линейной формулы выражения кривизны осевой линии
стержня через вторую производную прогиба в уравнении (5) будет T = 0 и .0*

3 k
Отсюда следует, что сжатый стержень на «размягчающемся» основании (k3 > 0)
чувствителен к несовершенствам в виде малого поперечного давления – малое по-
перечное давление снижает критическую нагрузку потери устойчивости. Стержень
на «упрочняющемся» основании (k3 < 0) не снижает свою несущую способность
при малых несовершенствах.

Результаты численных расчетов

П р и м е р  1 . Рассмотрим задачу (7) с краевыми условиями 2) в (8). Учитывая
точные формулы для собственных значений и собственных функций (9), находим,
что при 0 < k1 < 24,3 наименьшее собственное значение p1 = (4 + 16k1)/(42) и со-
ответствующая собственная функция (x) = sin ((x + 1)/2). С учетом (5), (9) и (14)
получаем точное значение коэффициента L300 и по формуле (20) находим k3

* =
.51,7128/6   Отсюда следует, что при 0 < k1 < 24,3 и 

*
33 kk   сжатый стер-

жень на кубическом основании становится чувствительным к несовершенствам в виде
малой поперечной нагрузки. При 24,3 < k1 < 219,2 наименьшее собственное значение
p2 = 4/4 + k1 и пороговое значение параметра k3 равно k3

* = –6/2  –480,7.
П р и м е р  2. Рассмотрим краевую задачу (7) с краевыми условиями 1) в (8). С

применением вариационно-разностного метода [13, 19] при фиксированных
значениях параметра k1 были найдены критические значения p0 и соответствующие
собственные функции (x) в виде разностных функций. С использованием
квадратурных формул Симпсона [20] для вычисления определенного интеграла по
формуле (20) при фиксированных значениях k1 найдены пороговые значения
параметра k3. Результаты приведены в таблице 1.

Таблица 1
Пороговые значения параметра k3

* (подвижное защемление концов)

k1 0 10 20 50 100
k3

* –41,2 –44,9 –50,4 –90,4 –1590
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Заключение

Построены асимптотические формулы новых равновесий в окрестности точки
бифуркации с учетом малой нормальной нагрузки. Установлены условия для пара-
метров нелинейности упругого основания, при выполнении которых сжатый стержень
становится чувствительным к несовершенствам в виде малой поперечной нагрузки.
Проведено сравнение полученных результатов для классического случая линейной
формулы выражения кривизны осевой линии стержня через вторую производную
прогиба и случая, когда кривизна аппроксимируется асимптотической формулой
третьего порядка относительно прогиба. Установлено, что в классическом случае сжа-
тый стержень на кубическом «размягчающемся» основании является чувствительным
к малым поперечным нагрузкам, а стержень на «упрочняющемся» основании не
снижает свою несущую способность под действием малых поперечных нагрузок.
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ON BRANCHING OF EQUILIBRIUMS OF A COMPRESSED ELASTIC ROD
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The problem of buckling and postcritical behavior of a compressed elastic rod on a non-linearly
elastic foundation under the action of a small transverse pressure is considered. The study is carried
out on the basis of a non-linear equilibrium equation obtained taking into account the exact formula
for the curvature of the axial line of the rod, while the curvature is approximated by a third-order
asymptotic formula with respect to deflection. The boundary conditions correspond to free pinching
or a movable hinged support of the ends of the rod. The influence of a small transverse load and the
reaction parameters of a nonlinearly elastic foundation on the critical buckling loads is studied.
The critical load is determined from the eigenvalue problem obtained by linearization of the
equilibrium equation. The problem of eigenvalues for the case of free pinching of the ends of the
rod is solved by the variational-difference method. To study the post-critical behavior of a compressed
rod, the Lyapunov – Schmidt method is used in combination with numerical methods for calculating
the coefficients of the system of branching equations. The cases of branching of equilibria of a
compressed rod along one eigenmode are considered. Asymptotic formulas for new equilibria are
constructed in the vicinity of the bifurcation point, taking into account a small normal load. The
base reaction is considered as a cubic function of deflection. Conditions are established for the
parameters of the nonlinearity of the elastic foundation, under which the compressed rod becomes
sensitive to imperfections in the form of a small transverse load. The obtained results are compared
for the classical case of the linear formula for expressing the curvature of the axial line of the rod
through the second derivative of the deflection and the case when the curvature is approximated by
a third-order asymptotic formula with respect to the deflection.

Keywords: elastic rod, equilibrium branching, critical load, non-linear elastic foundation, Lyapu-
nov – Schmidt method.


