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Исследуются нестационарные продольные колебания моментного упругого
стержня конечной длины. Для описания движения стержня используется сис-
тема уравнений общей модели моментных упругих тонких тел без дополни-
тельных гипотез. Уравнения этой модели учитывают продольные движения,
изменения угла независимого микроповорота, а также поперечное обжатие
стержня. Материал стержня полагается однородным и изотропным. Система
уравнений движения дополняется физическими соотношениями, которые
описывают связи перемещений, изменений углов и поперечного обжатия с уси-
лиями. В отличие от классических моделей, в моментном стержне, кроме нор-
мальных усилий, возникают дополнительные силовые факторы: дополнитель-
ные моменты, моментные перерезывающие усилия, моменты моментных на-
пряжений. Соответственно, кроме упругих констант материала, учитываются
дополнительные физические параметры среды, необходимые при учете мо-
ментных эффектов в материале. В качестве граничных условий на торцах
стержня используются условия обобщенного шарнирного опирания. Начальные
условия полагаются нулевыми.

Для построения решения используются разложения искомых функций и
внешней нагрузки в тригонометрические ряды Фурье. Подстановка этих разло-
жений в исходные соотношения приводит к системе уравнений относительно
коэффициентов рядов, зависящих от времени. Для ее решения используется
интегральное преобразование Лапласа по времени. В результате найдены
выражения для искомых коэффициентов рядов разложений в пространстве
изображений. Каждое из этих выражений представляет собой сумму трех произ-
ведений. Сомножителями в этих произведениях являются изображения по Лап-
ласу коэффициентов разложений в ряд Фурье для нагрузки и для функций влия-
ния. Функции влияния являются фундаментальными решениями (функциями
Грина) исследуемой задачи. Оригиналы коэффициентов рядов для функций
влияния находятся аналитически с помощью вычетов. Окончательные выраже-
ния для коэффициентов рядов разложения решений имеют вид сверток по вре-
мени. Ядрами этих интегральных представлений являются оригиналы коэффи-
циентов рядов для функций влияния.
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В качестве примера рассмотрена реакция моментного упругого стержня
на воздействие нестационарной осевой нагрузки. Полученные результаты про-
иллюстрированы графически. Проведена оценка практической сходимости
рядов разложений.

Ключевые слова: среда Коссера, моментный упругий стержень, начально-
краевая задача, ряды Фурье, интегральное преобразование Лапласа, функции
Грина, функции влияния, нестационарные процессы.

Введение

Развитие современной техники зачастую приводит к необходимости исполь-
зования уточненных по сравнению с классической теорией упругости моделей,
позволяющих учитывать микроструктуру вещества. Одной из таких моделей, в кото-
рой деформация описывается не только вектором перемещения, но также вектором
поворота, является среда Коссера; за соответствующей теорией в литературе закре-
пились названия моментной, несимметричной, а также микроструктурной теории
упругости. В этих моделях, в отличие от классической теории, напряженное состоя-
ние описывается несимметричным тензором напряжений, поэтому упругие тела в
несимметричной теории характеризуются большим количеством упругих констант.
Необходимость подобного усложнения оправдывается тем, что с помощью использу-
емых в классической теории упругих (и пьезоэлектрических) констант невозможны
трактовки, например, аномального пьезоэффекта в кварце, дисперсии упругих волн
в сплошной среде, а также упругих свойств кварца, алмаза и других кристаллов.

Общая теория моментной упругости впервые была разработана братьями Кос-
сера (E. Cosserat, F. Cosserat) в 1909 г. [1]. Они развили теорию с помощью вариаци-
онного принципа, который назвали «евклидовым действием» («L'Action Euclidienne»).
Особенностям волновых процессов в микрополярных средах посвящены статьи
[2–9]. В статьях [10, 11] развиваются численные методы и алгоритмы решения
статических и динамических краевых задач континуума Коссера.

В [12, 13] формулируются гипотезы, на основе которых строится прикладная
модель статической деформации микрополярного упругого стержня с круговой осью.
Для изучения конкретных граничных задач, на основе применения законов переме-
щений и функционала полной потенциальной энергии системы разработаны соответ-
ствующие алгоритмы метода конечных элементов. В статьях [14, 15] построены ос-
новные соотношения одномерной микрополярной теории упругих стрежней и реше-
на задача Сен-Венана о растяжении естественно закрученного стержня силой, прило-
женной к свободному торцевому сечению. В статье [16] предложена модель криво-
линейных упругих стержней, построенная на основе трехмерной линеаризованной
микрополярной теории упругости. Вывод основан на методе асимптотического
разложения по толщине стержня. Метод используется без каких-либо априорных
предположений о масштабировании неизвестных. При этом главное слагаемое, пе-
ремещение и микровращение, идентифицируется как единственное решение не-
которой одномерной задачи. Исследована сходимость используемых разложений.

В настоящей статье на основе общей теории тонкостенных моментных упругих
тел [17,18] получены уравнения движения моментноупругих стержней. Рассмотрена
задача о нестационарных колебаниях моментного стержня конечной длины, на
торцах которого имеют место условия обобщенного шарнирного опирания [18].
Подход к решению основан на методе функций влияния. Для построения функций
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влияния применяются разложения в ряды Фурье по пространственной координате
и интегральное преобразование Лапласа по времени. С использованием принципа
суперпозиции [19–24] получены разрешающие задачу интегральные соотношения.
Приведены графические результаты решения. Следует отметить, что все представ-
ленные результаты получены аналитическими методами.

Постановка задачи

При записи всех уравнений и соотношений, составляющих математическую
модель моментного упругого стержня, используется система безразмерных величин
(при одинаковом начертании величин они обозначены верхним символом звездочка,
который в последующем изложении опускается):
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Здесь x – продольная координата;  и t – безразмерное и размерное время; u –
продольное перемещение; d/dz (z = 0), где z – поперечная координата (в направ-
лении нормали к оси стержня), а  – угол микроповорота; q1 – продольная нагрузка;
m – внешний поверхностный момент, 22

~
Mm – момент второго порядка; L – длина

стержня; ,  и  – упругие константы Ламе и плотность материала стержня; , ,  –
моментные модули упругости [2] ( – моментная характеристика, входящая в соотно-
шения связи напряжений с деформациями; ,  – константы, входящие в соотношения
связи моментных напряжений с деформациями изгиба-кручения); J – массовая мера
инерции среды при вращении; I = h3/12, h – характерный размер сечения стерж-
ня; T11, T22, N = T33 – нормальные усилия; M13, M31 – дополнительные моменты; R23,
R32 – моментные перерезывающие усилия; S12, S21 – моменты моментных напряже-
ний. Последние являются интегральными характеристиками. Их представление через
компоненты тензоров напряжений и моментных напряжений приведено в [18].

Для исследования нестационарных колебаний моментного упругого стержня ис-
пользуем уравнения общей модели, учитывающие поперечное обжатие стержня  [18]:
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где 3 – поперечное обжатие стержня. Здесь и далее точка над функцией обозначает
производную по безразмерному времени , а штрих – производную по безразмерной
координате x. Используем также соответствующие физические соотношения [18]:



393

,ψκ),ψ(κ,ψ 3322311  uNuTuT

,α2ψγ,α2ψγ 3
2

α313
2

α13  



 MM (3)

.η,,,η 21123223  SSRR

В качестве примера общего подхода к решению подобных задач рассмотрим
стержень единичной длины, имеющий в сечениях с координатами x = 0 и x = 1 за-
крепления в виде обобщенного шарнирного опирания [18] (продольные переме-
щения u,  и момент M13 отсутствуют), которые определяют вытекающие из общей
теории равенства:
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Начальные условия полагаем нулевыми:
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Длину стержня L принимаем равной 1 м. Полагаем, что стержень имеет квадратное
поперечное сечение со стороной h = 0,05 м. Тогда с использованием (1) получаем
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Метод решения

Для построения решения используем разложение искомых функций и внешней
нагрузки в тригонометрические ряды Фурье:
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Очевидно, что при этом граничные условия(4) выполняются.
Подстановка рядов (7) и (8) в уравнения (2) приводит к следующим соотноше-

ниям для коэффициентов этих рядов:
– при n = 0
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Для решения задач (9) и (10) с учетом (5) применяем преобразование Лапласа
по времени (s – параметр преобразования Лапласа):
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Решения уравнения (11) и системы алгебраических уравнений (12) записываются
в виде:
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MMM 322313221221 ψ~ψψ~~ ,,,,,,,,   – изображения
по Лапласу коэффициентов разложений в ряд Фурье функций Грина задачи (2)–(5),
которые имеют вид:
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Отметим, что выражения (15) представляют собой многочлены аргумента s2:
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Следовательно, входящие в числители и знаменатели в (14) многочлены имеют вид:
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Поскольку функции в (14) являются рациональными, их оригиналы достаточно

просто вычисляются с помощью вычетов. Обозначая )( 6,1jsnj  корни уравнения
,0)( 2 sQn  получаем




 
  

6

1
2

2
ζ

6

1
2

2
ζ

6

1
ζζ τ)(exp

2

1
τ)(expresτ)(expres)τ(

)(
)(

)(
)(

j
nj

njnnj

njn

j n

n

ssj

L
n

ss
n s

sQs

sQ
s

sQ

sQ
sGG

njnj

,
232

,τ)(exp
2

1

)(
)(

1
2

2
4

2
ζ

ζ

6

1
ζ

nnjnnjnj

njn
nj

j
njnj

qsqss

sQ
gsg


 


(16)

.ψ,~ψ,ψ,,~,,,~,ζ )( 322313221221 mmqmmqummuuq MMM 

По теореме о свертке для преобразования Лапласа оригиналы равенств (13) за-
писываются так:

),τ()τ()τ(ψ 00ψ30 3
mG m 

),τ()τ()τ(~)τ()τ()τ()τ( 22~1 221 numnnMnmunnuqn mGmGqGu
M


(17)
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),τ()τ()τ(~)τ()τ()τ()τ(ψ
322313 ψ22~ψ1ψ3 nmnnMnmnnqn mGmGqG

M


где знак звездочка означает операцию свертки по времени:

.)()()()()τ()τ(
τ

0

τ

0
  dttgtfdttgtfgf

Примеры расчетов

В расчетах использованы механические характеристики для следующих матери-
алов, проявляющих моментные свойства.

1. Композитный материала – алюминиевая дробь в эпоксидной смоле [2]. Размер-
ные параметры:

.1019,2,10429,0,102,64εγ

,1045,7α ,101,89,1059,7λ
333

699

кг/мкг/мН

ПаПаПа
3


J

Соответствующие безразмерные параметры:

.105,1υ2,45,γ0,919,γ2,45,γ,100,655α0,668,κ 6
α21

3  


2. Костная ткань [6]. Размерные параметры:

.109,1,101,1024,3εγ

,104α,104μ,108,2λ
3кг/мкг/мН

ПаПаПа
339

9910




J

Соответствующие безразмерные параметры:

.10,91υ,3γ0,002,γ,3γ0,111,α0,778,κ 6
α21  



Отметим, что многие реальные материалы с микроструктурными неоднород-
ностями потенциально обладают моментными свойствами, например: композиты,
поликристаллические материалы, суспензии, бетоны, горные породы, костная ткань,
пенопласты на основе различных полимеров. Однако ввиду большой сложности
экспериментального определения моментных констант материала в современной
научной литературе имеется лишь ограниченный круг публикаций, в которых при-
ведены значения моментных модулей. Наиболее полные данные, касающиеся зна-
чений моментных модулей, присутствуют в [2] и [6].

На рис. 1 приведены зависимости от времени оригиналов коэффициентов
),τ(

1nuqG  рис. 1а соответствует материалу 1, а рис. 1б – материалу 2.

Рис. 1. Зависимости )τ(
1nuqG
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Сплошными кривыми на рисунках отображены зависимости для ),τ(11uqG
штриховыми – для ),τ(51uqG  штрихпунктирными – для ).τ(101uqG  Видно, что с
увеличением номера n максимальные по модулю значения этих функций умень-
шаются.

Аналогичные графики построены для коэффициентов )τ(
22

~ nmu M
G  (рис. 2) и для

)τ(umnG  (рис. 3). Здесь сплошные кривые соответствуют n = 50, штриховые – n =
= 100, штрихпунктирные – n = 150.

Рассмотрим воздействие на моментно упругий стержень осевой нагрузки вида

).10(0~,πsin)τ5(expτ)τ( 0221  xmmxxx,q M

Коэффициенты разложения этой нагрузки в ряд Фурье определяются так:

  .
1π

11
)τ5(expτ4λsinπsin)τ5(expτ2τ

222

1

0
1 )(

][ )(
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n
xdxxxq

n

nn (18)

При этом в правых частях равенств (17) остаются только первые слагаемые:

  ),τ()τ()τ(),τ(τ)τ( 11 11 nnqnnnuqn qGqGu  
(19)

).τ()τ()τ(ψ 1ψ3 13 nnqn qG 

Отметим, что все интегралы в (19) вычисляются аналитически.
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На рис. 4 приведены распределения продольных перемещений u по координате
x в различные моменты времени. Сплошные кривые соответствуют материалу 1,
штриховые – материалу 2. Здесь и далее в расчетах учтены первые 4 члена рядов
разложений (7), (8).

Аналогичные графики представлены на рис. 5 и 6 для изменения угла микро-
поворота  и поперечного обжатия 3. Отметим, что значения обжатия в стержне,
выполненном из материала 1 (оно обозначено как 3,1), на три порядка превосходят
значения обжатия в стержне, выполненном из материала 2 (оно обозначено как 3,2).
Это объясняется существенным различием моментного модуля  для этих материалов.

На рис. 7–9 представлено сравнение результатов, полученных при учете четырех
членов рядов (сплошные кривые) и двух членов рядов (штриховые кривые). Здесь

Рис. 4. Распределение продольных перемещений по координате x
в различные моменты времени

 = 1                                   = 2                                = 5

Рис. 6. Распределение поперечного обжатия по координате x в различные моменты времени
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представлены зависимости перемещений, углов поворота и обжатий от времени в
средней точке стержня x = 0,5. Видно, что отличие в результатах незначительное,
сплошные линии и штриховые линии практически совпадают.

Заключение

Приведена математическая постановка и построено решение задачи о нестаци-
онарных колебаниях моментного упругого стержня с учетом поперечного обжатия.
Аналитическими методами найдены функции Грина для моментно упругого стержня.
Получены и представлены графически зависимости перемещений, изменений углов
микроповорота и поперечного обжатия моментного упругого стержня при воздействии
нестационарной распределенной осевой нагрузки.

Рис. 7. Зависимость продольных перемещений в точке x = 0,5 от времени
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Рис. 8. Зависимость изменений углов микроповорота в точке x = 0,5 от времени
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Рис. 9. Зависимость поперечного обжатия в точке x = 0,5 от времени
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Non-stationary longitudinal vibrations of a moment elastic rod of finite length are investigated. To
describe the motion of the rod, the system of equations of the general model of moment elastic thin
bodies is used without additional hypotheses. The equations of this model take into account
longitudinal movements, changes in the angle of independent microrotation, as well as transverse
compression of the rod. The rod material is assumed to be homogeneous and isotropic. The system
of equations of motion is supplemented by physical relations that describe the relationship of
displacements, changes in angles and transverse compression with forces. In contrast to classical
models, in addition to normal forces, additional force factors arise in a moment rod. They are:
additional moments, moment cutting forces, moments of moment stresses. Accordingly, in addition
to the elastic constants of the material, additional physical parameters of the medium are taken into
account, which are necessary when taking into account moment effects in the material. The
conditions of generalized hinged support are used as boundary conditions at the ends of the rod.
The initial conditions are assumed to be zero.
To construct the solution, expansions of the desired functions and the external load into trigonometric
Fourier series are used. Substituting these expansions into the original relations leads to a system
of equations for the coefficients of time-dependent series. To solve it, the integral Laplace transform
a in time is used. As a result, expressions for the required coefficients of expansion series in the
image space are found. Each of these expressions is the sum of three products. The factors in these
products are the Laplace images of the coefficients of the Fourier expansions for the load and for
the influence functions. Influence functions are fundamental solutions (Green's functions) of the
problem under study. The original coefficients of the series for the influence functions are found
analytically using residues. The final expressions for the coefficients of the expansion series of
solutions have the form of convolutions in time. The cores of these integral representations are the
original coefficients of the series for the influence functions.
As an example, the response of a moment elastic rod to the action of a non-stationary axial load is
considered. The results obtained are illustrated graphically. The practical convergence of expansion
series is estimated.

Keywords: Cosserat medium, moment elastic rod, initial boundary value problem, Fourier series,
Laplace integral transform, Green's functions, transient functions, wave processes.
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