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Рассмотрена задача реконструкции переменных характеристик (пьезо-
модуля и упругой податливости) функционально-градиентного электроупругого
стержня в установившихся колебаниях при задании некоторой дополнительной
информации. Для формулировки операторных соотношений, связывающих
искомые и измеряемые характеристики, исследованы два вида воздействия:
путем подачи разности потенциалов на электроды и путем воздействия силой
на торец стержня; в первом случае торцы стержня свободны от напряжений и
осуществляется измерение тока, а во втором случае один из концов стержня
жестко защемлен, отсутствуют электроды и измеряется амплитуда колебаний
свободного конца. В безразмерной форме даны постановки соответствующих
краевых задач. Построены асимптотические (квадратичные по частотному
параметру) формулы для амплитудно-частотных характеристик тока и переме-
щений в низкочастотном диапазоне. Обратная задача решается на основе дан-
ных об амплитудно-частотных характеристиках тока и перемещений в некото-
ром частотном диапазоне. Решение обратной задачи начинается с процедуры
выбора начального приближения, а затем строится итерационный процесс,
причем на каждой итерации решается прямая задача с известными характери-
стиками и находятся поправки на основе решения системы интегральных
уравнений Фредгольма первого рода с гладкими ядрами в рамках метода
регуляризации А.Н. Тихонова. Для отыскания начального приближения исполь-
зованы построенные асимптотические формулы, а также метод минимизации
функционала невязки. Описаны условия, при которых возможна неединствен-
ность решения обратной задачи. Представлены результаты вычислительных
экспериментов по одновременному восстановлению двух функций, проведен
анализ выбора наиболее информативных частотных диапазонов, рассмотрены
различные способы задания начального приближения. Для контроля сходимо-
сти итерационного процесса найдены зависимости невязки для амплитудно-
частотных характеристик и погрешности реконструкции от номера итерации.
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Введение

Композиты на основе пьезоактивных материалов используются при изготов-
лении генераторов, датчиков, актюаторов и устройств по сбору энергии.  Исследова-
ние эффективности сбора энергии балочной конструкцией с пьезоэлементом прове-
дено в [1], применение таких конструкций в качестве датчиков ускорения описа-
но в [2].

Решение задач по восстановлению упругих и пьезоэлектрических характеристик
в неоднородных телах особенно актуально в связи с растущим применением функци-
онально-градиентных материалов (ФГМ), в том числе обладающих пьезоэффектом.
Различные методики осреднения по координатам позволяют производить расчет
напряженно-деформированного состояния неоднородной конструкции, однако в
динамических задачах возрастает влияние неоднородности свойств на амплитудно-
частотные характеристики, и такой подход может привести к большой погрешности
в оценке деформируемости и напряженного состояния.

В статьях [3–5] представлен обзор методов, используемых для моделирования
ФГМ, проведено исследование их статических и динамических характеристик. Об-
зорная статья [3] посвящена изучению технологий производства, моделированию и
методам обработки. Сформулированы новые направления исследований в этой обла-
сти. В [4] основное внимание уделяется задачам о колебаниях и потере устойчивости
ФГМ-пластины. Рассмотрены как аналитические, так и численные методы. В [5]
сделан обзор по цилиндрическим ФГМ-структурам с акцентом на исследования в
механике связанных взаимодействий.

За последние несколько лет неоднородность свойств учитывается авторами
[6–10] в самых разных областях механики. В [6] рассмотрена задача о вдавливании
индентора в изотропную функционально-градиентную среду с постоянным коэффи-
циентом Пуассона и переменным по глубине модулем сдвига. Моделирование осу-
ществляется без учета трения. Сформулирована и решена задача идентификации
модуля сдвига для ФГМ-покрытия на однородной подложке. В [7] изучаются ФГМ,
армированные нанотрубками, и аспекты применения таких материалов в космиче-
ской отрасли. Разрабатывается нестандартный метод активного поглощения вибра-
ций при помощи пьезоэлементов. В [8] получено теоретическое решение для волны,
распространяющейся в вязкоупругой среде с градиентным изменением плотности.
В [9] изучается статика и свободные колебания ФГМ-сэндвич-оболочек переменной
кривизны. Лицевые листы сэндвич-оболочек состоят из функционально-градиент-
ного материала, тогда как сердцевина состоит из изотропного однородного мате-
риала. При исследовании используются различные эквивалентные теории одно-
слойных оболочек, учитывающие эффекты сдвига и инерции вращения. Для постро-
ения уравнений движения применен принцип Гамильтона – Остроградского. Полу-
чены численные результаты по расчету частот, перемещений и напряжений для раз-
личных типов оболочек.

В [10] изучается термомеханическое поведение полых ФГМ-цилиндров, под-
вергающихся механическому нагружению и термическим напряжениям. Распре-
деление температуры, смещений и напряжений найдено в осесимметричной поста-
новке. Для проверки точности аналитического решения были построены численные
модели с использованием метода конечных элементов и метода конечных разностей.
Сделан вывод о том, что функционально-градиентные (ФГ) свойства могут быть
смоделированы для достижения самых низких уровней поля напряжений. Показано
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также, что влияние температурных граничных условий является доминирующим
по сравнению с силовыми граничными условиями.

Методы, используемые для производства материалов, обладающих пьезоэффек-
том, иногда приводят к значительной неоднородности как механических, так и пьезо-
свойств. Неоднородная поляризация может быть следствием реализации определен-
ного технологического процесса или возникнуть вследствие воздействия неоднород-
ных тепловых полей с амплитудой выше точки Кюри в процессе эксплуатации,
из-за чего возможна как частичная, так и полная располяризация.

Отметим ряд публикаций по изучению деформирования неоднородных пьезо-
электрических устройств. В статье [11] при помощи вариационного принципа стро-
ится теория функционально-градиентной электроупругой оболочки из ФГМ с пере-
менными свойствами по толщине. Дана оценка погрешности построенной теории
в энергетической норме. Найдено аналитическое решение задачи о вынужденных
гармонических колебаниях пьезокерамической цилиндрической оболочки из ФГМ
с поляризацией по толщине с полностью электродированными лицевыми поверх-
ностями. Статья [12] посвящена исследованию моделей функционально-градиент-
ных пьезоэлектрических балок в контексте изучения явлений на макро-, микро-,
наноуровнях и приведены наиболее распространенные законы изменения материаль-
ных свойств в ФГМ. В статье [13] предложена альтернативная приближенная модель
для расчета колебаний слоистых электроупругих балок, построенная на основе гипо-
тезы ломаной нормали. Показано, что построенная приближенная теория, учитыва-
ющая сдвиговые деформации, обеспечивает высокую точность расчетов в сравнении
с несвязанной теорией деформации сдвига первого порядка. Верификация проведена
путем сравнения с конечно-элементным решением двумерной задачи. Выполнены
расчеты собственных частот для балки при различных граничных условиях.

Композиты из электроупругих и ФГ материалов наибольшее применение полу-
чили в области активного подавления колебаний [14–18]. В [14] исследованы колеба-
ния, возникающие при ударной нагрузке в ФГМ-пластине с пьезоэлектрическим
приводом. Предполагается, что свойства материала изменяются в направлении тол-
щины по экспоненциальному или степенному закону. Отмечается возможность
подавления колебаний даже в случае тонкой пластины. В [15, 16] такие конструкции
изучаются при сочетании электрического, теплового и механического нагружения.
В [17] анализируются колебания ФГ пьезоэлектрической пластины, подвергнутой
электрическому и механическому нагружению. Исследование проведено с учетом и
без учета пористости. Закон сигмовидного типа использован для моделирования
изменения свойств материала по толщине пластины. Пластина имела геометриче-
скую нелинейность с деформациями Кармана и полем смещения, основанным на
теории сдвиговой деформации первого порядка. В [18] моделируется пятислойный
ФГМ, состоящий из двух слоев пьезоэлектрического материала, двух слоев металла
и одного слоя керамики. Оцениваются собственные частоты. Изучен отклик под
действием статической нагрузки и при различных граничных условиях.

Обратные задачи о колебаниях электроупругих стержней уже рассматривались
ранее, способы реконструкции пьезомодуля в стержне в разных постановках пред-
ставлены в публикациях [19–23]. В них обратные задачи заключались в восстанов-
лении лишь одной переменной характеристики – пьезомодуля, поскольку изменя-
емость модуля упругости в зависимости от координаты значительно меньше выра-
жена. В [23] предложен подход к решению обратной задачи идентификации мате-



343

риальных характеристик ФГ термопьезоэлектрического тела. Получены уравнения
с компактными операторами первого рода для решения задачи, сформулированной
на основе итерационного процесса. В качестве примера исследуется обратная задача
термоэлектроупругости для пироэлектрического стержня. Проведены вычислитель-
ные эксперименты по восстановлению характеристик стержня с различными закона-
ми неоднородности.

В настоящей статье разработан подход по восстановлению двух функций:
упругой податливости и пьезомодуля. Соответствующая прямая задача рассмотрена
ранее в [24], где были проанализированы амплитудно-частотная характеристика
(АЧХ), резонансы и антирезонансы функции тока при различных законах неоднород-
ности, изучено влияние затухания на АЧХ. Информация об АЧХ может служить в
качестве дополнительных данных при решении обратных задач. При этом для оп-
ределения двух характеристик требуется два типа воздействия на стержень и, со-
ответственно, данные о двух АЧХ, измеренных в некоторых наборах частот.

1. Постановка прямых задач

Задача 1. Рассмотрим установившиеся колебания с частотой  электроупругого
стержня длиной l, в котором пьезомодуль d33 и упругая податливость s33 зависят от
продольной координаты x3 (продольная поляризация). Будем считать, что торцы
стержня электродированы: левый электрод (x3 = 0) имеет нулевой потенциал, а на
правый электрод подается осциллирующий во времени потенциал Ve it, что и
приводит к возбуждению колебаний. Считаем, что тензор напряжений имеет одну
отличную от нуля компоненту 33 = 33(x3, t) и определяющие соотношения предста-
вимы в форме [22]:

.)(,)()(, 3,333333333,333333333,33,  эxdDxdxsuE (1)

Здесь u3(x3, t) – смещение стержня вдоль оси x3; э33 – диэлектрическая проница-
емость (в дальнейших построениях считается постоянной);  – электрический потен-
циал; E – напряженность электрического поля; D3 – продольная компонента вектора
электрической индукции. Уравнения движения электроупругой среды после отделе-
ния временного множителя принимают вид
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Считаем, что торцы стержня свободны от усилий. Имеем краевую задачу отно-
сительно неизвестных 33 и  [24]. Полагая x3 = x, 33(x3, t) = (x, t), u3(x3, t) = u(x, t),
s33(x3) = s(x), d33(x3) = d(x), получаем краевую задачу:
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Интегрируя второе уравнение (3), найдем d(x) – э33 = D30 = const, и исключая
электрический потенциал, получим
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Учитывая граничные условия на электродах, запишем интегральное соотно-
шение
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Введем безразмерную координату y, безразмерные параметры и функции со-
гласно равенствам:
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где d *, s* – характерные значения пьезоэлектрического модуля и податливости. В
результате получим краевую задачу в виде:
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которая может быть сведена к канонической системе дифференциальных уравнений
первого порядка
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Система (7) решается при помощи метода пристрелки, подробности реализации
которого описаны в [24].

Для дальнейшего анализа введем безразмерную функцию спектрального пара-
метра , пропорциональную току в цепи:
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Задача  2.  Рассмотрим установившиеся колебания электроупругого стержня
без электродов с жесткой заделкой левого конца x3 = 0 и внешней нагрузкой Pe it на
правом торце x3 = l, возбуждающей в стержне колебания с частотой . Считая, что
D3 = 0 на торцах стержня, на основе (1), (2) получаем краевую задачу для канони-
ческой системы:
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Здесь выполнено вышеописанное приведение к безразмерному виду и введено новое
обозначение T = s033 для безразмерных напряжений. Для решения (9) также приме-
нен метод пристрелки. Далее будем использовать обозначение F() = U(1, ) для
амплитуды смещений стержня на торце.

Таким образом, для нахождения функций, характеризующих переменные
свойства стержня, имеем две краевые задачи (7), (9) и дополнительные данные об
АЧХ J(), F(). Отметим некоторые особенности структуры операторов, входящих
в эти краевые задачи.

Заметим, что краевая задача (7) всегда имеет два решения при любом фиксиро-
ванном значении : (S, U, f, q) и (–S, –U, f, –q) для одной и той же функции J().
Задаче (9) также при любом фиксированном значении  соответствуют два решения:
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(T, U, f, q) и (T, U, f, –q) для одной и той же функции F(). Так как дополнительная
информация J(), F() не позволяет различить эти два набора искомых функций
( f, q) и ( f, –q), то возникает неединственность решения обратной задачи, устранить
которую возможно, если подчинить искомые функции ограничению q > 0.

Задача (6) имеет однородные граничные условия, что приводит к возникновению
еще одного нетривиального решения. Пусть уравнению S(y) = S*(y) отвечает ре-
шение f (y) = f *(y), q(y) = q*(y), тогда функции J() отвечает симметричное
относительно середины стержня решение S(y) = S*(1 – y), f (y) = f *(1 – y), q(y) =
= q*(1 – y). Знание характеристики F() позволяет различить два этих случая в ок-
рестности резонансов.

2. Асимптотический анализ

Для дальнейшего анализа обратных задач важным является построение асимп-
тотик смещений и напряжений в низкочастотной области. Рассмотрим задачи (7) и
(9) при малом значении спектрального параметра . Будем искать решение задачи
(9) в виде разложения:
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Для краткости записи введем обозначение ).()()( 22 yqkyfyp   Формулируяя
задачи при одинаковых значениях спектрального параметра, выпишем первые две
задачи:
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Решение задачи (11) для любой функции p(y) имеет вид
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Решение задачи (12) выражается через решение (11) и имеет вид
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На основе полученных решений выпишем разложение F() по спектральному
параметру :
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Аналогично решение задачи (7) представим в виде разложения
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и сформулируем задачи при одинаковых степенях спектрального параметра:
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Решение задач (14), (15) имеет вид:
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где c2 – константа, определяемая из задачи при следующей степени . Таким обра-
зом, получим разложение
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Главные части разложений (13), (16) будем использовать в решении обратных задач
при выборе начального приближения.

В качестве примера найдем коэффициенты разложения для пары функций  f (y) =
= 2(1 + y)/3, q(y) = 2y 2 в (13), (16), ограничиваясь в них квадратичными слагаемыми,
и сравним результаты с АЧХ, полученными численно методом пристрелки. Сравне-
ние зависимостей представлено на рис. 1, где точками обозначены точные значения
J(), F(), а сплошными линиями их квадратичные аппроксимации.

Результаты вычислительных экспериментов свидетельствуют о том, что квадра-
тичные апроксимации позволяют описать функции АЧХ с погрешностью менее 1%
в области  < 0,3.

Рис. 1. АЧХ (точки) и их квадратичные асимптотики (сплошная линия)
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3. Постановка обратной задачи

Сформулируем обратную задачу о нахождении функций  f ( y), q( y) по измерен-
ной на некотором интервале частот амплитудной функции тока J() и отклика F()
в виде перемещения одного из торцов, найденного при решении задачи (9). Эта за-
дача является существенно нелинейной, при ее решении будем использовать итераци-
онную схему типа абстрактного процесса Ньютона [25]. Для формирования итераци-
онного процесса сформулируем линеаризованные операторные уравнения для нахож-
дения поправок на каждой итерации. При этом начальные приближения находятся
в виде линейных функций.

Обратная задача  1 . Пусть f0( y), q0( y) – некоторое начальное приближение,
ему соответствует S0( y). Будем искать решение S( y), отвечающее искомым f ( y), q( y),
в виде разложения по формальному малому параметру :

,...)()( 10  yfyff

,...)()( 10  yqyqq (17)

...10  SSS

Подставляя разложения (17) в (6), соберем слагаемые при одинаковых степенях пара-
метра  и сформулируем краевые задачи при 0 и 1:
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Дифференциальные операторы в полученных краевых задачах являются одина-
ковыми, однако второй оператор содержит искомые поправки. К сожалению, исполь-
зовать метод пристрелки для второй задачи невозможно, поскольку правая часть
оператора содержит неизвестные функции. Для их нахождения используем условие
разрешимости. Умножим первое уравнение на S1, второе на S0 и проинтегрируем
по отрезку [0, 1] разность полученных выражений:
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Левая часть соотношения (19) обращается в нуль в силу граничных условий, вслед-
ствие чего равенство (19) приводится к виду
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Считая, что J = J0 +  J1 + …, запишем
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и из (20) и (21) получим
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где введены следующие обозначения ядер:

.)(12),(,),( 000
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01 ][ SSyqkyKSyK 

Таким образом, установлено, что поправки f1( y), q1( y) должны удовлетворять инте-
гральному уравнению Фредгольма (ИУФ) первого рода (22) с гладкими ядрами.

Обратная задача  2 . Аналогично рассмотрим вторую задачу. Используя раз-
ложение по формальному малому параметру , получим условие разрешимости для
поправок f1( y), q1( y) в виде второго ИУФ первого рода:
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4. Вычислительные эксперименты и анализ алгоритма

Опишем итерационный процесс восстановления функций  f (y), q(y). На первом
этапе выполняется процедура отыскания начального приближения f0( y), q0( y) в не-
котором простом классе функций при помощи минимизации функционала невязки,
а для получения начального приближения в классе констант f0( y) = f0, q0( y) = q0 за-
даются значения J(*), F(0) и решается алгебраическая система уравнений отно-
сительно чисел ,, 2

00 qf  которая получается из разложений (13), (16). Здесь * – доста-
точно малое значение спектрального параметра (в расчетах принято * = 0,01).

Затем выполняется последовательность шагов по уточнению решения. Пусть
fn(y), qn(y) – решение задачи на n-й итерации. Тогда решение на следующей итерации
можно представить в виде fn+1( y) = fn( y) +  fn( y), qn+1( y) = qn( y) + qn(y), где  fn( y),
qn( y) – решение следующей системы ИУФ первого рода с гладкими ядрами:
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Завершение итерационного процесса происходит, когда невязка по АЧХ достиг-
нет заданного значения или будет выполнено заданное число итераций.

Для системы ИУФ (24) установлены следующие факты: ядра K1, K3, K4 являются
знакоопределенными, ядро K2 является таковым лишь в низкочастотном диапазоне;
ядра K1, K2 обращаются в нуль на концах интервала (концы стержня). Это приводит
к тому, что максимальная ошибка реконструкции наблюдается именно на концах.

Для контроля итерационного процесса введем в рассмотрение метрики и отно-
сительные погрешности:
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где g(y) = q(y) или g(y) = f (y); J() – измеренная функция тока; F() – измеренная
функция перемещения свободного торца; Js(), Fs() – функции тока и перемещений,
отвечающие текущему приближению q(y) = qs(y), f (y) = fs(y). Так, например, 10

или 20 могут быть использованы для нахождения начального приближения q0(y),
f0(y).

Так как задача 1 и задача 2 отличаются типом нагружения и условиями закреп-
ления, то резонансные частоты также существенно отличаются. Поэтому при выпол-
нении реконструкции с использованием ИУФ (24) будем использовать различные
частотные диапазоны [1, 2], [3, 4], которые не содержат в себе резонансных то-
чек, но при этом достаточно широкие, чтобы обеспечить точность реконструкции.

Приведем результаты вычислительных экспериментов по реконструкции
наборов функций:

№1: ,3/12)(,2/1)( )()( 2 yyfyyq 
№2: ,3/)2(2)(,5/22)( )( 2 yyfyyq 
№3: ,7,0,1;7,03,0,)5,0(5,2sin15,0;3,00,0)( }{ )( )(  yyyyyq

.175,0)( )( 2yyf 
Всюду далее будем использовать набор безразмерных параметров: k = 0,2; 1 =

= 3,5; 2 = 5,5; 3 = 0,6, 4 = 1,4. АЧХ измеряется в частотных диапазонах [1, 2],
[3, 4] в восьми и в четырех равноудаленных точках соответственно. Диапазон
[1, 2] расположен между первым и вторым резонансами тока, а [3, 4] находится
в диапазоне до первого механического резонанса. Такой выбор для съема входной
информации оказался оптимальным. При решении систем ИУФ первого рода мето-
дом регуляризации А.Н. Тихонова [26] выполняется их дискретизация и сведение к
линейной системе на основе использования квадратурных формул средних прямо-
угольников, причем интервал y  [0, 1] разбивается на 25 одинаковых отрезков.

На рис. 2 и 3 для наборов 1 и 2 сплошными линиями изображены графики
искомых функций, точками – результат восстановления q9,  f9, штриховыми линия-
ми – начальные приближения q0,  f0. Кроме наборов 1 и 2 при фиксированной функции
f (y) = 2(1 + y) /3 были исследованы другие варианты для q(y). Серия вычислитель-
ных экспериментов показала, что убывающие и выпуклые вверх (q(y) < 0) функции
восстанавливаются лучше остальных. Выбор начального приближения кардиналь-
но влияет на сходимость итерационного процесса. Так, выбор линейного начального
приближения для функции q(y) позволяет единственным образом решить обратную
задачу.

Осуществим восстановление набора 3. Непрерывная функция q(y) здесь имеет
участок с нулевыми значениями. В качестве начального приближения выбираются
функции q0(y) = y, f0(y) = 0,75(1 + y), значения на концах интервала совпадают с
точными.
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Контроль за итерационным процессом осуществляется по невязке в АЧХ (25),
(26) и по относительной погрешности восстанавливаемых функций (27), (28). Рас-
четы останавливались, когда невязки (25), (26) переставали уменьшаться. Заметим,
что погрешности восстановления в терминах (27), (28) достигали минимума. На
рис. 4 представлены величины невязок в задачах 1 и 2 в зависимости от номера ите-
раций. Точки соответствуют расчету невязок 1s по формуле (25), квадратики – рас-
чету 2s по формуле (26). На рис. 5 показаны относительные погрешности  восстанов-
ления функций f (y) и q(y) в зависимости от номера итераций. Точки соответствуют
вычислению погрешности 3n по формуле (27), квадратики – 4n по формуле (28).
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Рис. 2. Результаты реконструкции набора 1

Рис. 3. Результаты реконструкции набора 2
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Рис. 4. Невязки в АЧХ задачи 1 (а) и задачи 2 (б)
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На рис. 6 для набора 3 представлены графики искомых функций f (y), q(y)
(сплошные линии), начальные приближения f0(y), q0(y) (штриховые линии) и ре-
зультат восстановления на 9-й итерации (точки). Заметим, что погрешность восста-
новления стабилизируется, начиная с 5-й итерации, и в терминах (28) составляет
10%, а функция f (y) на этой же итерации восстановлена с погрешностью, не пре-
вышающей 2%.

Результаты проведенных расчетов показали отсутствие принципиальной разни-
цы в оценках (25), (26) и (27), (28).

Существенно увеличить общую точность реконструкции удается, задавая зна-
чения искомых функций на концах стержня (в большей степени для пьезомодуля и
в меньшей для упругой податливости); так, при восстановлении набора 3 в качестве
начального приближения использованы линейные функции, удовлетворяющие до-
полнительным граничным условиям.

Заключение

Исследовано решение обратной задачи по восстановлению пьезомодуля и упругой
податливости в пьезоэлектрическом стержне как функций осевой координаты при
использовании в качестве дополнительной информации АЧХ тока при электрическом
возбуждении и АЧХ смещения торца при механическом возбуждении. Выявлены опре-

Рис. 5. Относительная погрешность восстановления функций f ( y) (а) и q( y) (б)
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Рис. 6. Точная функция, начальное приближение
и лучший результат восстановления функций f ( y) (а) и q( y) (б)
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деленные формы неединственности в решении обратной задачи. Сформулирован ите-
рационный процесс на основе метода линеаризации. Восстановлены две функции,
даны рекомендации по выбору частотных областей для снятия дополнительной
информации. Приведены и обсуждены результаты вычислительных экспериментов.
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The problem of reconstruction of variable characteristics (piezoelectric modulus and elastic
compliance) of a functionally graded electroelastic rod with steady oscillations is considered when
some additional information is given. To formulate the operator relations connecting the desired
and measured characteristics, two types of influence are considered: a) by applying a potential
difference to the electrodes, b) by applying a force to the end of the rod. Moreover, in the first case,
the ends of the rod are free from stress and the current is measured, and in the second case, one of
the ends of the rod is rigidly clamped, there are no electrodes, and the oscillation amplitude of the
free end is measured. Statements of the corresponding boundary value problems are given in
dimensionless form. Asymptotic formulas (quadratic in the frequency parameter) are constructed
for the amplitude-frequency characteristics of the current and displacements in the low-frequency
range. The inverse problem is solved on the basis of data on the amplitude-frequency characteristics
of the current and displacements in a certain frequency range. The solution of the inverse problem
is began with the procedure for choosing the initial approximation, and then it is constructed in an
iterative manner. At each iteration, the direct problem with known characteristics is solved and
corrections are found based on the solution of the system of Fredholm integral equations of the
first kind with smooth kernels using the regularization method of A.N. Tikhonov. To find the initial
approximation, the constructed asymptotic formulas are used, as well as the method of minimizing
the residual functional. The conditions are described under which the non-uniqueness of the solution
of the inverse problem is possible. The results of computational experiments on the simultaneous
restoration of two functions are presented. The choice of the most informative frequency ranges is
discussed. The various methods for choosing the initial approximation are considered. To control
the iterative process, the plots of the residual in the frequency response and plots of the reconstruction
error depending on the iteration number are given.

Keywords: inverse problem, functionally graded material, electroelasticity, rod, vibrations,
amplitude-frequency characteristics.
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